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Введение
Понятие непрерывной дроби, возникшее как результат использования
алгоритма Евклида, было известно еще в древности, но не потеряло сво-
ей актуальности и в наше время. Разложения в непрерывные дроби,
содержащие вместо числовых элементов функции комплексного пере-
менного, впервые появились в работах Эйлера. Многочисленные прило-
жения нашли введенные Гауссом разложения в непрерывную дробь от-
ношений гипергеометрических функций. Исследования по теории непре-
рывных дробей таких крупных математиков, как Лагранж, Пуанкаре,
Риман, Стилтьес, Фробениус, Чебышев, Эрмит, Якоби, оказали далеко
идущее влияние на дальнейшее развитие математики. В рамках теории
непрерывных дробей Стилтьесом был введен интеграл Стилтьеса и ре-
шена проблема моментов; общие ортогональные многочлены впервые
были открыты Чебышевым как знаменатели подходящих дробей чебы-
шевской непрерывной дроби; разложения в непрерывные дроби, приме-
няемые Стилтьесом и Пуанкаре в связи с расходящимися рядами, при-
вели к появлению асимптотических разложений.

С 60-х годов прошлого века наблюдается новый рост интереса к
непрерывным дробям и обобщающим их конструкциям рациональных
аппроксимаций аналитических функций. Эти конструкции впервые по-
явились в конце 19-го века в работах Фробениуса и Паде и получили
общее название аппроксимаций Паде. Аппроксимации Паде являются
удобным вычислительным инструментом при обработке данных, опреде-
ляющих аналитическую функцию. Качественно новый уровень вычисли-
тельных средств, достигнутый к 60-м годам прошлого века, и востребо-
ванность аппроксимаций Паде в прикладных исследованиях объясняют
бурное развитие теории рациональных аппроксимаций аналитических
функций.

Пусть

f(z) =
∞∑

n=0

fnz
n (0.1)

– степенной ряд, n и m – целые неотрицательные числа. По определению
рациональная функция [n/m]f = Pn,m/Qn,m называется аппроксимацией
Паде типа (n,m) степенного ряда (0.1), если

deg Pn,m ≤ n , deg Qn,m ≤ m , Qn,m 6≡ 0 (0.2)

и имеет место равенство

(Qn,mf − Pn,m)(z) = Azn+m+1 + . . . .
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Нетрудно показать, что аппроксимация [n/m]f существует при всех це-
лых неотрицательных n и m и единственна как рациональная функция.
Кроме того, непосредственно из определения следует, что коэффициен-
ты многочлена Qn,m(z) = q0,n,m + · · ·+qm,n,mzm, являющегося знаменате-
лем аппроксимации [n/m]f , удовлетворяют линейной системе равенств





q0,n,mfn+1 + · · ·+ qm,n,mfn+1−m = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

q0,n,mfn+m + · · ·+ qm,n,mfn = 0 .

(0.3)

И наоборот, если коэффициенты не тождественно равного нулю мно-
гочлена Qn,m удовлетворяют системе равенств (0.3), то [n/m]f = Pn,m

Qn,m
,

где Pn,m – n-я частичная сумма степенного ряда Qn,mf . Таким образом
аппроксимация Паде [n/m]f определяется непосредственно по первым
n+m+1 коэффициентам f0, . . . , fn+m степенного ряда (0.1), и основной
вычислительный момент в ее нахождении – это решение линейной си-
стемы равенств (0.3). (Подробнее об аппроксимациях Паде см. [1], [38].)

Востребованность аппроксимаций Паде к практическим нуждам да-
ла импульс дальнейшему развитию теории конструктивных рациональ-
ных аппроксимаций. Среди многочисленных работ, внесших существен-
ный вклад в развитие теории за последние 50 лет, отметим работы А. Ап-
текарева, В. Буярова, А. Гончара, В. Дзядыка, В. Калягина, Е. Ники-
шина, В. Прохорова, Е. Рахманова, В. Русака, В. Сорокина, А. Старо-
войтова, С. Суетина, Г. Бейкера, Б. Беккермана, К. Брезински, В. Ван
Аше, Р. Варги, Х. Воделанда, П. Грейвс-Морриса, П. Дейфта, У. Джоун-
са, А. Куэларса, Г. Лопеса, Л. Лорентсен, Д. Любински, А. Мартинеса,
Д. Наттола, Э. Саффа, В. Тотика, В. Трона, Г. Шталя.

Одной из типичных ситуаций, возникающих в прикладных исследо-
ваниях, является следующая. Требуется описать поведение и особенно-
сти аналитической функции, имея в своем распоряжении значения ко-
эффициентов ряда Тейлора или Фурье (или значения функции в узлах
интерполяции и т.п.). Полиномиальные аппроксимации, а также раци-
ональные аппроксимации с заранее фиксированными полюсами не все-
гда пригодны для решения этой задачи, так как область их сходимости
обычно ограничивается "первой" особой точкой функции. Более приспо-
собленными к решению поставленной задачи являются рациональные
аппроксимации со свободными полюсами. Свобода полюсов аппрокси-
маций позволяет им локализовать не только ближайшие особенности
приближаемой функции, но и последующие особенности. Проиллюстри-
руем этот факт следующей теоремой Суетина [33]. Пусть функция f го-
ломорфна в некоторой окрестности точки z = 0. Обозначим через Rm(f)
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радиус m-го круга мероморфности функции f , т. е. радиус максималь-
ного открытого круга с центром в точке z = 0, в который функция
мероморфно продолжается и имеет не более m полюсов.

Теорема (Суетин). Пусть коэффициенты степенного ряда (0.1) та-
ковы, что при фиксированном m ∈ N и всех достаточно больших n ∈ N
рациональные функции [n,m]f имеют ровно m конечных полюсов
λn,1, . . . , λn,m, стремящихся к пределам limn→∞ λn,j = λj 6= 0 (j =
1, . . . ,m) . Тогда

1◦. Степенной ряд (0.1) определяет функцию f , голоморфную в кру-
ге |z| < min1≤i≤m |λi|.

2◦. Rm−1(f) = max1≤i≤m |λi|.
3◦. Все точки λ1 . . . λm являются особыми точками функции f ,

причем те из них, которые лежат строго внутри круга |z| < Rm−1(f)
являются полюсами и других полюсов функция f в этом круге не име-
ет.

Из равенств (0.3) при m = 1 следует, что полюс аппроксимации Паде
[n, 1]f равен fn/fn+1. Это означает, что при m = 1 теорема Суетина
совпадает с одной из самых глубоких теорем в теории степенных рядов
– классической теоремой Фабри "об отношении"[40].

Теорема (Фабри). Пусть коэффициенты степенного ряда (0.1) та-
ковы, что существует предел limn→∞ fn/fn+1 = λ 6= 0. Тогда ряд схо-
дится равномерно внутри круга |z| < |λ|, и λ - особая точка функции
f(z) =

∑∞
n=0 fnz

n.

Первая часть теоремы Фабри о сходимости ряда является очевидным
следствием формулы Коши-Адамара для радиуса круга сходимости сте-
пенного ряда

∑∞
n=0 fnz

n. Вторая часть теоремы Фабри об особой точке
– очень глубокое и трудно доказываемое утверждение. Доказательство
теоремы, предложенное Фабри, опирается на переразложение исходно-
го степенного ряда в ряд

∑∞
n=0 fa,n(z − a)n с центром в некоторой точке

a ∈ (0, λ) и простое наблюдение, состоящее в том, что радиус сходимости
переразложенного ряда всегда больше или равен |λ| − |a|, и в точности
равен |λ| − |a| только лишь в случае, когда λ - особая точка функции
f(z). Однако доказать, что limn→∞|fa,n|1/n =

(|λ|−|a|)−1, используя лишь
существование предела limn→∞ fn/fn+1 = λ – очень тяжелая задача. Из-
лагая доказательство Е.Фабри, Л.Бибербах [2] подчеркнул, что "это, ко-
нечно, немалый труд - проникнуть в работы Фабри настолько, чтобы
получать от них удовольствие и полностью понимать всю гениальную
простоту хода мысли этого мастера своего дела".
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Теорема Суетина дает положительный ответ на ранее высказанную
гипотезу Гончара о возможности распространения теоремы Фабри на
случай строк таблицы аппроксимаций Паде. Напомним, что множество
{[n/m]f}n,m=0,1,... называется таблицей Паде степенного ряда

∑∞
n=0 fnz

n,
множество {[n/m]f}n=0,1,... (m фиксировано) – m-й строкой таблицы Па-
де, а множество {[n/n]f}n=0,1,... – диагональю таблицы Паде. В диссер-
тации дается положительный ответ на гипотезу Гончара о возможно-
сти распространения теоремы Фабри на случай строк таблицы наиболее
естественных обобщений конструкции классических аппроксимаций Па-
де, а именно: на случай строк таблицы многоточечных аппроксимаций
Паде, аппроксимаций Паде ортогональных разложений и аппроксима-
ций Паде–Фабера. Доказательство гипотезы Гончара для этих обобще-
ний аппроксимаций Паде имеет в своей основе нетривиальное усиление
теоремы Пуанкаре о рекуррентных соотношениях с предельно постоян-
ными коэффициентами.

К рекуррентным соотношениям

fn + α1,nfn−1 + · · ·+ αk,nfn−k = 0, n = k, k + 1, . . . , (0.4)

связывающим между собой элементы последовательности {fn}∞n=0, при-
водят многие задачи анализа и теории чисел. В частности, индукцией по
числу n легко проверяется, что последовательности числителей {Pn}∞n=1

и знаменателей {Qn}∞n=1 числовой непрерывной дроби

a0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .

(0.5)

связаны между собой соотношениями

Pn = bnPn−1 + anPn−2 , Qn = bnQn−1 + anQn−2 , n = 1, 2, . . . .

Другими словами последовательности {Pn}∞n=1 и {Qn}∞n=1 являются ре-
шениями одного и того же разностного уравнения

Xn = bnXn−1 + anXn−2 , n = 1, 2, . . . (0.6)

со следующими начальными условиями P−1 = 1, P0 = a0 и Q−1 = 0,
Q0 = 1.

Легко видеть, что всякое решение разностного уравнения (0.4) одно-
значно определяется своими начальными условиями f0, . . . , fk−1 и может
быть найдено шаг за шагом из соотношений (0.4). Нетрудно проверить,
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что общее решение разностного уравнения (0.4) с постоянными коэффи-
циентами αi,n = αi (n ≥ n0, i = 1, . . . , k) имеет следующий вид

fn =
m∑

j=1

λn
j (Cj,1 + · · ·+ Cj,ljn

lj−1) , n ≥ n0 − k , (0.7)

где λ1, . . . , λm - корни характеристического многочлена h(z) = zk +
α1z

k−1 + · · ·+αk кратностей l1, . . . , lm соответственно, l1 + · · ·+ lm = k. Из
явного вида (0.7) решений разностного уравнения (0.4) с постоянными
коэффициентами следует, что если корни характеристического много-
члена h(z) различны по модулю, то существует предел limn→∞ fn+1/fn,
и этот предел равен одному из корней характеристического многочлена.
Оказывается, что это утверждение имеет место не только для разност-
ных уравнений с постоянными коэффициентами, но и для разностных
уравнений с предельно постоянными коэффициентами, когда найти ре-
шения в явном виде не представляется возможным. Соответствующее
утверждение составляет содержание теоремы Пуанкаре [60] – одной из
самых тонких в теории разностных уравнений.

Теорема (Пуанкаре). Пусть последовательность {fn}∞n=0 является
решением разностного уравнения (0.4) с предельно постоянными коэф-
фициентами, корни характеристического многочлена

h(z) = lim
n→∞

(
zk + α1,nzk−1 + · · ·+ αk,n

)
(0.8)

которого различны по модулю. Тогда либо fn = 0 при всех n ≥ n0,
либо существует предел limn→∞ fn+1/fn, и этот предел равен одному
из корней характеристического многочлена.

Простые примеры показывают, что условия теоремы Пуанкаре нель-
зя ослабить, не нарушив утверждающей части теоремы, а утверждаю-
щую часть нельзя усилить, не потребовав дополнительных предположе-
ний. В диссертации будет исследован ряд задач, при решении которых
полезным оказывается то или иное уточнение теоремы Пуанкаре.

Весьма важное уточнение теоремы Пуанкаре было сделано Перроном
[56] для невырожденных разностных уравнений. Напомним, что разност-
ное уравнение (0.4) называется невырожденным, если αk,n 6= 0 при всех
n = k, k + 1, . . . . Невырожденность уравнения (0.4) означает возмож-
ность его решения в "другую сторону", т.е. возможность однозначного
определения значения fn при известных значениях fn+1, . . . , fn+k.
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Теорема (Перрон). Пусть корни характеристического многочлена
невырожденного разностного уравнения (0.4) с предельно постоянны-
ми коэффициентами различны по модулю. Тогда для всякого корня λ
характеристического многочлена найдется решение {fn}∞n=0 разност-
ного уравнения (0.4) такое, что limn→∞ fn+1/fn = λ.

Заметим, что условие существования предела limn→∞ fn+1/fn экви-
валентно тому, что для последовательности {fn}∞n=0 выполняются соот-
ношения

fn+1 + βnfn = 0 , n = 0, 1, . . .

первого порядка с предельно постоянным коэффициентом βn. Поэтому
теорему Пуанкаре можно трактовать как теорему о переходе от соот-
ношений k-го порядка с предельно постоянными коэффициентами к со-
отношениям первого порядка с предельно постоянным коэффициентом.
С этим наблюдением связан естественный вопрос – можно ли в теоре-
ме Пуанкаре отказаться от условия различности по модулю корней ха-
рактеристического многочлена, если в качестве порядка возникающих
соотношений в утверждающей части теоремы взять максимальное чис-
ло равных по модулю корней характеристического многочлена (легко
видеть, что в предположениях теоремы Пуанкаре это число равно 1).

Заметим также, что соотношения (0.4) можно переписать в виде со-
отношений

[f(z)αn(z)]n = 0 , n = k, k + 1, . . . , (0.9)

где [ ]n - n-й коэффициент степенного ряда, стоящего в квадратных скоб-
ках,

f(z) =
∞∑

n=0

fnz
n , αn(z) = 1 + α1,nz + · · ·+ αk,nzk .

Из этого наблюдения возникает другой естественный вопрос – можно ли
в теореме Пуанкаре соотношения (0.4) заменить соотношениями (0.9), в
которых αn(z) – многочлены неограниченной степени или даже произ-
вольные ряды Лорана. В последнем случае соотношения (0.4) перестают
быть рекуррентными и, очевидно, должны возникнуть некоторые усло-
вия существования величины [f(z)αn(z)]n.

Положительные ответы на оба поставленных вопроса содержатся в
частном случае m = 1 следующей теоремы. Перед формулировкой тео-
ремы введем следующее обозначение. Если f(z) =

∑∞
n=−∞ fnz

n - ряд
Лорана такой, что limn→∞|fn|1/n < ∞, и f ∗(z) =

∑∞
n=0 fnz

n – его регу-
лярная часть, то положим Rm(f) = Rm(f ∗).
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Теорема 1. Пусть m ∈ N, δ > 0 и пусть f(z) =
∑∞

n=−∞ fnz
n - ряд

Лорана такой, что имеют место неравенства

0 < R0(f) ≤ Rm−1(f) < ∞ , limn→∞|f−n|1/n ≤ R0(f) (0.10)

и равенства

lim
n→∞

[f(z)αn(z)αn,j(z)ϕj(z)]nR
n
m−1(f)eδn = 0 , j = 0, . . . , m− 1 , (0.11)

где ϕ(z) - функция, голоморфная и однолистная в некоторой окрестно-
сти кольца

Tδ,m(f) = {z ∈ C : e−δR0(f) ≤ |z| ≤ eδRm−1(f)} ,

αn(z), αj,n(z) (n = 1, 2, . . . , j = 0, . . . , m − 1) - функции, голоморфные в
окрестности кольца Tδ,m(f) и имеющие равномерные в Tδ,m(f) пределы

lim
n→∞

αn(z) = α(z) 6≡ 0 , lim
n→∞

αj,n(z) ≡ 1 (j = 0, . . . , m− 1) .

Тогда:
1◦. Функция α(z) имеет в кольце T0,m(f) = {R0(f) ≤ |z| ≤ Rm−1(f)}

не менее m нулей.
2◦. Все нули λ1, . . . , λk (k ≥ m) функции α(z) в кольце T0,m(f) можно

перенумеровать таким образом, что

|λ1| = R0(f) , |λ2| = R1(f) , . . . , |λm| = Rm−1(f)

и λ1, . . . , λm - особые точки функции f ∗(z) =
∑∞

n=0 fnzn.
3◦. Если нули λm, . . . , λl, (m ≤ l ≤ k) функции α(z) лежат на

окружности {|z| = Rm−1(f)}, а нули λl+1, . . . , λk не лежат на этой
окружности, то элементы последовательности {fn}∞n=0 удовлетворя-
ют системе m соотношений l-го порядка





fn+1 + β1,nfn + · · ·+ βl,nfn+1−l = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (n = l, l + 1, . . . )

fn+m + β1,nfn+m−1 + · · ·+ βl,nfn+m−l = 0

(0.12)
с предельно постоянными коэффициентами такими, что limn→∞(1 +
β1,nz + · · ·+ βl,nzl) =

∏l
j=1(1− z/λj).

4◦. Если l = m и если ψn,1, . . . , ψn,m, φn,1, . . . , φn,m – функции, голо-
морфные и имеющие равномерные пределы ψ1, . . . , ψm, φ1, . . . , φm в коль-
це Tτ,m(f), τ > 0, то существуют пределы

lim
n→∞

det
(
[fψn,iφn,j]n

)
i,j=1,...,m

fm,n

=
det

(
ψr(λs)

)
s,r=1,...,m

det
(
φr(λs)

)
s,r=1,...,m

W 2(λ1, . . . , λm)
,

(0.13)
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где

fm,n =

∣∣∣∣∣∣

fn . . . fn−m+1

. . . . . . . . .
fn−m+1 . . . fn−2m+2

∣∣∣∣∣∣
, m, n ∈ N , (0.14)

W (λ1, . . . , λm) = det
(
λr−1

s

)
s,r=1,...,m

– определитель Вандермонда чисел
λ1, . . . , λm. В частности, при любых целочисленных p1, . . . , pm, q1, . . . , qm

существуют пределы

lim
n→∞

det
(
fn+pi+qj

)
i,j=1,...,m

fm,n

=
det

(
λ−pr

s

)
s,r=1,...,m

det
(
λ−qr

s

)
s,r=1,...,m

W 2(λ1, . . . , λm)
.

(0.15)

Обратим внимание на то, что ни равенства (0.11), ни их упрощенный
вариант

[f(z)αn(z)αn,j(z)ϕj(z)]n = 0 , n = n0, n0 + 1, . . . , j = 0, . . . ,m− 1 ,
(0.16)

не являются рекуррентными соотношениями даже при m = 1. Полагая
в теореме m = 1, αn(z) = 1 + α1,nz + · · · + αn,nz

n, αn,0(z) ≡ 1 и замечая,
что в этом случае соотношения (0.16) являются рекуррентными соотно-
шениями

fn + α1,nfn−1 + · · ·+ αn,nf0 = 0, n = n0, n0 + 1, . . .

неограниченного порядка, получаем прямой аналог теоремы Пуанка-
ре для рекуррентных соотношений неограниченного порядка, причем
без предположений о различности по модулю корней функции α(z) =
limn→∞ αn(z) (см. предложение 3 главы 1 на стр. 31).

Из сравнения равенств (0.12) и (0.3) видно, что многочлен 1+β1,nz +
· · ·+βl,nz

l из утверждения 3◦ теоремы является при l = m знаменателем
аппроксимации Паде [n/m]f . Следовательно, при l = m утверждение 3◦

теоремы означает, что полюсы m-й строки таблицы аппроксимаций Паде
имеют пределы, равные λ1, . . . , λm. Нетрудно видеть, что этот же факт
является простым следствием равенств (0.15). Обратное утверждение, а
именно, что из наличия пределов полюсов m-й строки следуют равен-
ства (0.15) (а также равенства (0.13)) достаточно сложно доказывается
и составляет содержание утверждения 4◦. Это утверждение имеет са-
мостоятельный интерес и формулируется отдельно на странице 34 как
следствие 1 теоремы 1.

Отметим, что равенство l = m всегда будет выполнено, если, напри-
мер, предположить, что корни функции α(z) различны по модулю.
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Отметим также, что теорема Суетина включается в теорему 1 как
частный случай, в котором ϕ(z) = z−1, αn(z) =

∏m
j=1(1−z/λj,n), αn,j(z) ≡

1 (j = 0, . . . , m− 1).
Как следствие теоремы 1 во второй главе диссертации будет доказана

гипотеза Гончара о возможности распространения теоремы Фабри на
случай строк таблицы обобщенных аппроксимаций Паде.

В следующей теореме 2 (и в двух ее следствиях) теоремы Пуанкаре
и Перрона уточняются в ином направлении.

Теорема 2. Пусть невырожденная линейная система рекуррентных
соотношений 2-го порядка

{
ω1

n = αnω1
n−1 + βnω

2
n−1

ω2
n = γnω1

n−1 + δnω2
n−1

, n = 1, 2, . . . (0.17)

такова, что при всех n = 1, 2, . . . имеют место неравенства

|αn|+ |βn|+ |γn| ≤ q|δn| ,

где q < 1. Тогда:
1◦. Существует единственное (с точностью до постоянного мно-

жителя) нетривиальное решение {νn}∞n=0 = {(ν1
n, ν

2
n)}∞n=0 системы (0.17)

такое, что |ν1
n| ≥ |ν2

n| при всех n = 0, 1, . . . . При этом если limn→∞
γn

δn
=

0, то limn→∞
ν2

n

ν1
n

= 0.
2◦. Для всякого решения {un}∞n=0 = {(u1

n, u2
n)}∞n=0, отличного от ис-

ключительного решения {νn}∞n=0, найдется индекс n0 такой, что при
всех n ≥ n0 выполняются неравенства

|u2
n| > |u1

n| и
∣∣ν1

n

u2
n

∣∣ ≤ qn−n0
∣∣ν1

n0

u2
n0

∣∣ .

При этом если limn→∞
βn

δn
= 0, то limn→∞

u1
n

u2
n

= 0.

Приведенную теорему можно рассматривать как уточнение двумер-
ного векторного варианта теорем Пуанкаре и Перрона (формулировка
k-мерного векторного варианта теоремы Пуанкаре–Перрона приводится
в первой главе диссертации на стр. 29), так как общий случай двумерной
теоремы Пуанкаре-Перрона линейной заменой сводится к случаю, когда
существуют пределы

lim
n→∞

αn = α , lim
n→∞

βn = lim
n→∞

γn = 0 , lim
n→∞

δn = δ и |α| < |δ| .
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Применительно к рекуррентным соотношениям (0.6) второго поряд-
ка, играющим важную роль в теории непрерывных дробей, как след-
ствия теоремы 2 отметим следующие утверждения.

Следствие 1 теоремы 2. Пусть an 6= 0 при всех n = 1, 2, . . . и
корни λn,1 и λn,2 многочленов z2− bnz− an таковы, что limn→∞ λn,1 = λ
и limn→∞|λn,2| < |λ|. Тогда для всякого решения {fn}∞n=−1 разностного
уравнения (0.6) за исключением единственного (с точностью до посто-
янного множителя) решения {hn}∞n=−1 существует предел
limn→∞ fn+1/fn = λ. При этом limn→∞|hn+1

hn
−λ| > 0 и limn→∞ hn/fn = 0.

Следствие 2 теоремы 2. Пусть an 6= 0 при всех n = 1, 2, . . . и
корни λn,1 и λn,2 многочленов z2− bnz− an таковы, что limn→∞ λn,1 = λ
и limn→∞|λn,2| > |λ|. Тогда существует единственное (с точностью
до постоянного множителя) решение {hn}∞n=−1 разностного уравнения
(0.6) такое, что существует предел limn→∞ hn+1/hn = λ. При этом для
всякого другого решения {fn}∞n=−1 имеет место неравенство
limn→∞|fn+1

fn
− λ| > 0 и равенство limn→∞ hn

fn+1−λfn
= 0 .

В третьей главе главе диссертации как следствие теоремы 2 будет по-
лучен ряд утверждений о сходимости непрерывных дробей и композиций
дробно-линейных преобразований с предельно периодическими коэффи-
циентами.

Одним из наиболее часто используемых способов задания аналити-
ческой функции является ее разложение в ряд (степенной, интерполяци-
онный, ряд по ортогональным многочленам и т.д.) или в непрерывную
дробь (С-дробь, Т-дробь, чебышевскую непрерывную дробь и т.д.). В
этой связи большой интерес представляют вопросы сходимости рядов и
непрерывных дробей, а также вопросы описания свойств аналитической
функции непосредственно по коэффициентам разложения. И наоборот,
зная те или иные свойства функции, хотелось бы иметь информацию о
поведении коэффициентов соответствующего ряда или дроби. Понятно,
что чем больше имеется информации о коэффициентах разложения, тем
более точно можно описать поведение функции, и наоборот. Например,
информация о коэффициентах fn разложения функции в степенной ряд,
заключенная в знании верхнего предела limn→∞|fn|1/n крайне скудна.
Соответственно минимальна и имеющаяся информация о функции: кро-
ме радиуса круга голоморфности функции ничего нельзя утверждать
ни о числе особых точек функции, ни об их расположении, ни об их
характере. Знание предела limn→∞ fn/fn+1 = λ позволяет уточнить име-
ющееся знание о функции f , а именно, теорема Фабри утверждает, что
λ – особая точка функции, лежащая на границе круга голоморфности.
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Отметим некоторые полученные в этом направлении фундаментальные
результаты.

Пусть l0(f) = 1, lm(f) = limn→∞|fm,n|1/n, где fm,n при m,n ∈ N опре-
делены равенством (0.14). При помощи величин lm(f) Адамар [44] указал
формулу для нахождения радиусов кругов мероморфности функции f .

Теорема (Адамар). Пусть
∑∞

n=0 fnzn - разложение в степенной ряд
голоморфной в окрестности точки z = 0 функции f(z). Тогда

Rm(f) = lm(f)/lm+1(f) , m ∈ Z+ . (0.18)

Определители fm,n называются ганкелевыми определителями функ-
ции f . Частным случаем формул (0.18) при m = 0 является формула
Коши-Адамара

R0(f) = 1/l1 =
(
limn→∞|fn|1/n

)−1 (0.19)

для радиуса круга голоморфности функции f . Из теоремы Адамара сле-
дует также, что если limn→∞|fm+1,n|1/n = 0, то функция f мероморф-
на во всей комплексной плоскости и имеет не более m полюсов. Если
fm+1,n = 0 при всех n ≥ n0, то в этом случае последнее утверждение
уточняется критерием Кронекера [48] рациональности функции.

Критерий Кронекера. Пусть
∑∞

n=0 fnzn - разложение в степенной
ряд голоморфной в окрестности точки z = 0 функции f(z). Тогда сле-
дующие утверждения эквивалентны.

1◦. Функция f(z) является рациональной функцией, имеющей не бо-
лее m полюсов.

2◦. fm+1,n = 0 при всех n ≥ n0.

Напомним, что трансфинитным диаметром компакта E комплексной
плоскости называется число

d(E) = lim
n→∞

max
(z1,...,zn)⊂E

∏
i<j

|zi − zj|
2

(n−1)n , (0.20)

где максимум берется по всем наборам (z1, . . . , zn) точек, принадлежа-
щих E. Понятие трансфинитного диаметра было введено М.Фекете [41]
и оказалось весьма полезным при исследовании многих вопросов ком-
плексного анализа. Многочисленные приложения имеет следующая тео-
рема Пойа [61].

Теорема (Пойа). Пусть
∑∞

n=0 fnz
−n - разложение в степенной ряд

голоморфной в окрестности точки z = ∞ функции f(z), допускающей
мероморфное продолжение в область G. Тогда

limn→∞ |fn+1,2n|1/n2 ≤ d ,
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где fn+1,2n определены равенством (0.14), d - трансфинитный диаметр
компакта K = C \G.

К этому же кругу вопросов относятся теорема Фабри "об отноше-
нии"и обобщающая ее теорема Суетина, которая дает положительный
ответ на гипотезу Гончара для строк таблицы классических аппрокси-
маций Паде. А.Гончар высказал свою гипотезу также и для наиболее
естественных обобщений классической конструкции Паде для функций,
голоморфных в некоторой окрестности ограниченного континуума со
связным дополнением. При дополнительном условии сходимости полю-
сов аппроксимаций со скоростью геометрической прогресии гипотеза
Гончара для аппроксимаций Паде ортогональных разложений и аппрок-
симаций Паде–Фабера была доказана С.Суетиным [31], а для многото-
чечных аппроксимаций Паде – А.Гончаром (в устной форме).

Для каждого из трех вышеуказанных типов обобщений аппроксима-
ций Паде при соответствующих предположениях условие существования
предела полюсов аппроксимаций удается записать в виде равенств (0.11)
для коэффициентов Лорана функции f = F (ψ−1), где ψ - функция, го-
ломорфно и однолистно отображающая дополнение к E на внешность
единичного круга, ψ(∞) = ∞. Так как функция F голоморфна в некото-
рой окрестности континуума E, то функция f голоморфна в некотором
кольце {1 < |z| < ρ}, где ρ > 1.Таким образом гипотезу Гончара удает-
ся свести к теореме 1. Приведем формулировку полученного результата
(аналога теоремы Суетина) для многоточечных аппроксимаций Паде.

Многоточечной аппроксимацией Паде типа (n, m) функции F , по-
строенной по таблице {zk,n} ⊂ E (k = 1, . . . , n; n = 1, 2, . . . ) узлов интер-
поляции, называется рациональная функция Pn,m/Qn,m такая, что вы-
полняются условия (0.2) и функция Qn,mF − Pn,m обращается в ноль в
узлах z1,n+m+1, . . . , zn+m+1,n+m+1 таблицы интерполяции (с учетом крат-
ностей).

Пусть E – ограниченный континуум со связным дополнением, ψ –
функция, определенная выше. Хорошо известно, что существуют табли-
цы узлов интерполяции такие, что

lim
n→∞

|ωn(z)|1/n = c|ψ(z)| , z ∈ G = C \ E , (0.21)

где ωn(z) =
∏n

k=1(z − zk,n), c - некоторая положительная постоянная
(емкость континуума E). В качестве узлов z1,n, . . . , zn,n можно взять, на-
пример, точки, реализующие максимум в формуле (0.20), определяющей
трансфинитный диаметр E, или нули многочлена Чебышева (с нулями
на E), наименее уклоняющегося от нуля на E (см., например, [26]).
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Если таблица узлов интерполяции удовлетворяет условию (0.21) и
если функция F голоморфна в некоторой окрестности континуума E,
то последовательность многочленов Pn, интерполирующих функцию F
в узлах zk,n+1 таблицы, сходится к F равномерно на E (см. [26]).

Известно также, что существуют таблицы узлов интерполяции, для
которых выполняется более сильное, по сравнению с (0.21), условие

lim
n→∞

ωn(z)

cnψn(z)
⇒ ω(z) 6= 0 , z ∈ G = C \ E . (0.22)

Если E = {|z| ≤ 1}, то в качестве примера многочленов ωn, удовлетворя-
ющих условию (0.22), можно привести многочлены ωn(z) = zn− 1. Если
ωn(z) = zn, то многоточечные аппроксимации Паде совпадают с клас-
сическими. Если E = [−1, 1], то условию (0.22) удовлетворяют любые
классические ортогональные многочлены и, более того, ортогональные
многочлены, построенные по мере σ, удовлетворяющей условию Сеге∫ 1

−1
ln σ′(x)√

1−x2 dx > −∞.
Пусть F – функция, голоморфная в некоторой окрестности контину-

ума E, Γ – контур, охватывающий E и лежащий в области голоморф-
ности функции F . А.Гончар показал (в устной форме), что для таблиц
интерполяции, удовлетворяющих условию (0.22), имеет место следую-
щий аналог формулы Коши-Адамара

ρ−1
0 (F ) = climn→∞

∣∣∣∣
∫

Γ

F (z)

ωn+1(z)
dz

∣∣∣∣
1/n

, (0.23)

где ρ0(F ) – максимальное из чисел ρ > 1 таких, что функция F допускает
голоморфное продолжение в каноническую область Dρ = E ∪ {|ψ(z)| <
ρ}.

Обозначим через ρm(F ) максимальное из чисел ρ > 1 таких, что
функция F (z) допускает голоморфное продолжение в каноническую об-
ласть Dρ и имеет там не более m полюсов. В диссертации будет доказана
гипотеза Гончара для многоточечных аппроксимаций Паде.

Теорема 3. Пусть F - функция, голоморфная в окрестности огра-
ниченного континуума E со связным дополнением, и пусть полюсы m-
й строки таблицы многоточечных аппроксимаций Паде функции F ,
построенных по удовлетворяющим условию (0.22) многочленам ωn (с
нулями на E), стремятся к пределам τ1, . . . , τm. Тогда:

1◦. τj ∈ C \ E, j = 1, . . . , m.
2◦. ρm−1(F ) = max1≤j≤m |ψ(τj)|.
3◦. Все точки τ1 . . . τm являются особыми точками функции F , при-

чем те из них, которые лежат строго внутри области Dρm−1(F ) явля-
ются полюсами и других полюсов функция F в этой области не имеет.

15



Отметим, что условие (0.22), накладываемое на таблицу узлов интер-
поляции, существенно. Теорема 3 и, более того, формула (0.23), стано-
вятся неверными, если условие (0.22) заменить более слабым условием
(0.21). Соответствующий пример приводится во второй главе диссерта-
ции. Теоремы 3.2 и 3.3 второй главы аналогичны теореме 3 и представ-
ляют собой гипотезу Гончара для аппроксимаций Паде ортогональных
разложений и аппроксимаций Паде–Фабера. Кроме того, в теореме 3.4
будет показано, что свойство функции, состоящее в том, что полюсы
m-й строки обобщенных аппроксимаций Паде имеют предел, является
инвариантом для всех трех видов обобщений.

Наряду с разложениями аналитических функций в ряды (степенные,
интерполяционные, ряды по ортогональным многочленам и т.д.) часто
используются разложения функции в непрерывные дроби. Так, напри-
мер, функция f(z) =

√
1 + z при помощи следующей цепочки равенств

f(z) = 1+(
√

1 + z−1) = 1+
z

2 +
√

1 + z − 1
= 1+

z

2 +
z

2 +
√

1 + z − 1

= . . .

раскладывается в непрерывную дробь

f(z) = 1 +
z

2 +
z

2 +
z

2 + . . .

. (0.24)

В отличие от ряда Тейлора функции f(z) =
√

1 + z, сходящегося толь-
ко лишь в круге до ближайшей особой точки (в данном случае в круге
|z| < 1, так как z = −1 – точка ветвления), непрерывная дробь (0.24)
сходится к функции f(z) во всей комплексной плоскости за исключе-
нием разреза Γ = [−∞,−1]. Такое существенное расширение области
сходимости (а также и ускорение скорости сходимости) связано с тем,
что в отличие от последовательности многочленов Тейлора, представ-
ляющих собой нулевую строку таблицы аппроксимаций Паде функции,
последовательность подходящих дробей непрерывной дроби (0.24) - это
диагональ (точнее, диагональ и наддиагональ) таблицы аппроксимаций
Паде функции f(z) =

√
1 + z. Наличие разреза Γ, на котором нет схо-

димости непрерывной дроби (0.24) необходимо. Если сходимость под-
ходящих дробей (которые являются рациональными функциями) была
бы и на некотором интервале, принадлежащем [−∞,−1], то функция
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f(z) =
√

1 + z оказалась бы однозначной аналитической функцией в
окрестности некоторой окружности {|z| = R}, R > 1, что противоре-
чило бы тому, что z = −1 – точка ветвления. В определенном смысле
разрез Γ = [−∞,−1] - это наиболее естественный разрез среди всех, со-
единяющих точки ветвления z = −1 и z = ∞ и превращающих функцию
f(z) =

√
1 + z в однозначную аналитическую функцию.

Таким образом конструкция разложения функции в непрерывную
дробь обладает весьма существенными преимуществами по отношению к
конструкции разложения функции в ряд Тейлора. К недостаткам непре-
рывной дроби по всей видимости можно отнести факт нелинейности кон-
струкции.

Одной из самых красивых теорем в аналитической теории непрерыв-
ных дробей является теорема Ван Флека [68] о сходимости непрерывной
дроби

a0 +
a1z

1 +
a2z

1 + . . .

(0.25)

(такая непрерывная дробь называется правильной С-дробью) с предель-
но постоянными коэффициентами. Рассмотренная выше непрерывная
дробь (0.24)легко приводится эквивалентным преобразованием к виду
(0.25) (с постоянными коэффициентами).

Теорема (Ван Флек). Пусть коэффициенты правильной С-дроби (0.25)
имеют предел limn→∞ an = a 6= 0. Тогда С-дробь (0.25) сходится к ме-
роморфной функции равномерно на компактах, лежащих в C \ Γ, где
Γ = {z ∈ C : z = − t

4a
, t ≥ 1}, и не содержащих полюсов предельной

функции.

Опираясь на вышесформулированную теорему Пойа, А.Гончар до-
полнил (в устном виде) теорему Ван Флека следующим интересным за-
мечанием.

Дополнение Гончара к теореме Ван Флека. В предположениях
теоремы Ван Флека функция, к которой сходится непрерывная дробь
(0.25), не может быть мероморфной функцией ни в какой области (C\
Γ) ∪ {|z − z0| < ε}, где z0 ∈ Γ, ε > 0.

Отметим, что разностное уравнение (0.6) применительно к непрерыв-
ной дроби (0.25) приобретает следующий вид

Xn = Xn−1 + anzXn−2 , n = 1, 2, . . . , (0.26)

а множество тех точек комплексной плоскости, для которых корни ха-
рактеристического многочлена λ2−λ− az разностного уравнения (0.26)
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равны по модулю совпадает с разрезом Γ, на котором нет сходимости
непрерывной дроби (0.25). Это совпадение не случайно, так как теорему
Ван Флека можно доказать при помощи теоремы Перрона. При помо-
щи следствий 1 и 2 теоремы 2 в диссертации будет получено уточнение
этой теоремы Ван Флека, а также и некоторых других известных теорем
о сходимости числовых непрерывных дробей. Кроме того, при помощи
теоремы 2 будет получено распространение теоремы Ван Флека и до-
полнения Гончара к ней на случай T -дробей

a0 +
a1z

1 + b1z +
a2z

1 + b2z + . . .

(0.27)

с предельно периодическими коэффициентами.
Как известно, T -дроби сходятся в окрестностях точек z = 0 и z = ∞.

Например, простейшая T -дробь z|
|1−z

+ z|
|1−z

+ . . . сходится при |z| < 1 к
функции f1(z) = z, а при |z| > 1 – к функции f2(z) = −1. Каждая из
этих функций допускает голоморфное продолжение на всю комплекс-
ную плоскость, но при этом f1(z) 6≡ f2(z). На этом примере видно, что
мероморфная функция f(z), к которой сходится T -дробь z|

|1−z
+ z|
|1−z

+. . . ,
не может быть однозначной мероморфной функцией ни в какой области
вида (C \ {|z| = 1}) ∪ {|z − z0| < ε}, где |z0| = 1, ε > 0. Аналогич-
ное утверждение справедливо и для произвольных T -дробей с предель-
но периодическими коэффициентами. Точнее, имеет место следующая
теорема.

Теорема 4. Пусть m ∈ N и пусть коэффициенты T -дроби (0.27)
имеют периодические пределы limn→∞ anm+l = al 6= 0, limn→∞ bnm+l = bl,
l = 1, . . . ,m. Тогда T-дробь (0.27) сходится к мероморфной функции f(z)
равномерно на компактах, лежащих в C \ (Γ ∪ K) и не содержащих
полюсов функции f(z), где K - конечное множество, содержащее не
более m(m−1) точек (не более [m(m−1)/2] точек, если b1 = · · · = bm =
0),

Γ =

{
z ∈ C : z−mTr2

((
0 a1z
1 1 + b1z

)
× · · · ×

(
0 amz
1 1 + bmz

))
∈ E

}

Tr
( )

- след матрицы, стоящей внутри скобок, E – отрезок
[0, 4(−1)ma1 . . . am]. При этом функция f(z) мероморфно продолжается
в C \ Γ и не может быть однозначной мероморфной функцией ни в
какой области (C \ Γ) ∪ {|z − z0| < ε}, где z0 ∈ Γ, ε > 0.

При m = 1 множество K пусто. Для С-дробей множество K пусто и
при m = 2. На непустоте множества K при m > 2 и фактическом от-
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сутствии сходимости в точках множества K будет построен ниже контр-
пример к известной Паде-гипотезе.

Доказательство сходимости T -дроби (0.27) с предельно периодиче-
скими коэффициентами и нахождение множества Γ∪K, на котором нет
сходимости, осуществляется единым образом для непрерывных дробей
любого вида с предельно периодическими голоморфными по z коэф-
фициентами. А доказательство утверждения, аналогичного дополнению
Гончара к теореме Ван Флека, для случая T -дробей помимо известных
формул (см. [23], стр.255), выражающих коэффициенты T -дроби через
модифицированные ганкелевы определители Hn (определяемые ниже
равенством (0.28)), потребовало использования следующего двухточеч-
ного аналога теоремы Пойа.

Теорема 5 (двухточечный аналог теоремы Пойа). Пусть E -
замкнутое множество комплексной плоскости, не содержащее точек
0 и ∞, f – функция, мероморфная в компонентах C \ E, содержащих
точки 0 и ∞, и пусть f(z) =

∑∞
n=n1

αnz
n, f(z) =

∑n2

−∞ βnzn (n1,2 ∈ Z)
– разложения функции f в ряд Лорана в окрестностях точек 0 и ∞
соответственно. Тогда

limn→∞|Hn|1/n2 ≤
√

d(E)d(E−1)e−γ(E) ,

где

Hn =

∣∣∣∣∣∣

(αn − βn) . . . (α0 − β0)
. . . . . . . . .

(α0 − β0) . . . (α−n − β−n)

∣∣∣∣∣∣
, (0.28)

d(E) и d(E−1) - трансфинитные диаметры компактов E и E−1 = {z ∈
C : z−1 ∈ E}, γ(E) = 0, если точки 0 и ∞ лежат в разных компонен-
тах дополнения C \E, и γ(E) = g(0,∞) в противном случае, где g(z, ξ)
- функция Грина компоненты C \ E, содержащей точки 0 и ∞.

Как уже отмечалось, конструкция непрерывных дробей нелинейна.
Поэтому вопрос об исследовании свойств функции, коэффициенты раз-
ложения которой в непрерывную дробь удовлетворяют разностному урав-
нению сложен даже в случае постоянных коэффициентов и вряд ли уме-
стен в общей постановке. Простейший случай, когда коэффициенты an

С-дроби (0.25) задаются равенством an = qn, был исследован независимо
друг от друга Роджерсом и Рамануджаном [36]. А именно, они показали,
что при |q| < 1 непрерывная С-дробь

1 +
qz

1 +
q2z

1 + . . .

(0.29)
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сходится во всей комплексной плоскости к мероморфной функции Hq(z) =
Gq(z)/Gq(qz), где

Gq(z) =
∞∑

n=0

qn2
zn

(q)n

, (0.30)

(q)0 = 1, (q)n = (1− q) . . . (1− qn) (n ∈ N), равномерно на компактах, не
содержащих полюсов функции Hq.

Их доказательство опирается с одной стороны на факт сходимости
непрерывной дроби (0.29) при всех z ∈ C и |q| < 1. Этот факт следует из
неравенства |qnz| ≤ 1/4 (n ≥ n0(z)) и известного критерия Ворпицкого
[71] сходимости числовой непрерывной дроби.

Критерий Ворпицкого. Непрерывная дробь
a1

1 +
a2

1 + . . .

сходится, ес-

ли |an| ≤ 1/4 при всех n = 1, 2, . . . .

С другой стороны доказательство Роджерса и Рамануджана опира-
ется на непосредственным образом проверяемое функциональное равен-
ство

Gq(z) = Gq(qz) + qzGq(q
2z) (0.31)

для функции Gq, определенной равенством (0.30), и вытекающую из него
цепочку равенств

Hq(z) =
Gq(z)

Gq(qz)
= 1 +

qz

Hq(qz)
= 1 +

qz

1 +
q2z

Hq(q2z)

= . . . . (0.32)

Другое доказательство сходимости непрерывной дроби (0.29) к функ-
ции Hq при |q| < 1 было дано в 1972 году М.Хиршхорном [46] на осно-
ве найденных им явных формул для числителя Pn(z; q) и знаменателя
Qn(z; q) n-й подходящей дроби непрерывной дроби (0.29)

Pn(z; q) =

[(n+1)/2]∑

k=0

zkqk2 (q)n+1−k

(q)k(q)n+1−2k

, Qn(z; q) = Pn−1(qz; q) . (0.33)

Очевидно, что при |q| < 1 существует предел

lim
n→∞

(q)n+1−k

(q)n+1−2k

= lim
n→∞

k∏
j=1

(1− qn+1−2k+j) = 1 ,
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и следовательно,

lim
n→∞

Pn(z; q) = Gq(z) , lim
n→∞

Qn(z; q) = Gq(qz) , lim
n→∞

Pn(z; q)

Qn(z; q)
= Hq(z) .

При |q| = 1 радиус Rq = R(Gq) голоморфности функции Gq ра-
вен limn→∞|(q)n|1/n и, как показали Харди и Литтлвуд [45], совпадает
с limn→∞|1 − qn|1/n. Д.Любински [51] показал, что радиус голоморфно-
сти Rq при почти всех |q| = 1 принимает значение, равное 1. Д.Любински
[52] и Петруска [58] показали, что Rq может принимать любое наперед
заданное значение γ ∈ [0, 1]. Кроме того, Д.Любински [51] доказал, что
при q = exp(2πiτ), где τ - иррационально, равномерно внутри круга
{|z| < Rq} имеют место равенства

lim
n∈Λβ

Pn(z; q) = Gq(z)Gq(βqz) , Qn(z; q) = Gq(qz)Gq(βqz) , (0.34)

где Λβ – любая подпоследовательность натуральных чисел, для которой
limn∈Λβ qn = β. Так как модуль любого нуля функции Gq(βqz) при любом
|β| = 1 равен модулю некоторого полюса функции Hq(z), то из равенства
(0.34) следует, что непрерывная дробь Роджерса–Рамануджана сходится
к функции Hq равномерно на компактах, принадлежащих множеству
{|z| < Rq} \ Ωq, где Ωq - объединение окружностей с центром в точке
z = 0, проходящих через полюсы функции Hq (или, что то же самое,
через нули функции Gq). При этом множество Ωq в теореме Любински
нельзя заменить никаким меньшим замкнутым его подмножеством.

Любопытно, что радиус голоморфности Rq функции Gq и радиус
мероморфности ρq функции Hq(z) = Gq(z)/Gq(qz) могут не совпадать,
несмотря на тот факт, что окружность |z| = Rq является естественной
границей голоморфности функции Gq (этот факт нетрудно получить
из функционального уравнения (0.31) для функции Gq). После работы
Д.Любински [51] остался открытым им же и отмеченный вопрос о воз-
можности мероморфного продолжения функции Hq за пределы круга
|z| < Rq при тех q, при которых Rq < 1. Если Rq = 1, то такое про-
должение невозможно по теореме Пойа (и рассуждений, используемых
при доказательстве дополнения Гончара к теореме Ван Флека). Если
Rq < 1/4, то такое мероморфное продолжение гарантируется критерием
Ворпицкого по крайней мере в круг |z| < 1/4. Используя вместо кри-
терия Ворпицкого фундаментальные неравенства (см., например, [70]),
Д.Любински показал, что функция Hq имеет мероморфное продолже-
ние в круг |z| < 1

2+|1+q| . Вопрос о мероморфном продолжении функ-
ции Hq в круг |z| < 1 при всех q = exp(2πiτ), где τ - иррационально,
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оставался открытым. Кроме того, в случае положительного ответа на
вопрос о возможности мероморфного продолжения функции Hq в круг
|z| < 1 возникает следующий вопрос: сходится ли непрерывная дробь
Роджерса–Рамануджана к функции Hq равномерно на компактах, ле-
жащих в {|z| < 1} \ Ωq. В диссертации даются положительные ответы
на оба эти вопроса. При этом наряду с представлением (0.32) функ-
ции Hq(z) в виде отношения Gq(z)/Gq(qz) двух голоморфных в круге
|z| < Rq функций найдено представление функции Hq(z) в виде отноше-
ния двух функций, голоморфных в единичном круге |z| < 1. Точнее, в
диссертации доказана следующая теорема.

Теорема 6. Пусть

Vq(z) = 1 +
∞∑

n=1

zn(−1)nq−
n(n−1)

2
(q)2n−1

(q)n−1(q)n

. (0.35)

Тогда:
1◦. Радиус сходимости степенного ряда (0.35) равен нулю, если |q| 6=

1, равен 1 при всех q = exp(2πiτ), где τ - иррационально, и равен 4−1/m

при q = exp(2πik/m), где целые числа k и m взаимно просты.
2◦. Имеют место равенства

Hq(z) =
Vq(z)

Vq(z) + Vq(qz)− 1
и Vq(z) = Gq(z)Gq−1(z) .

3◦. При всех q = exp(2πiτ), τ - иррационально, непрерывная дробь
Роджерса–Рамануджана сходится к функции Hq равномерно на ком-
пактах, лежащих в множестве {|z| < 1} \ Ωq, где Ωq - объединение
окружностей с центром в точке z = 0, проходящих через полюсы функ-
ции Hq.

Отметим, что в отличие от функции Gq, не определенной при q =
exp(2πiτ), τ - рационально, функция Vq при таких q определена, так как
определено отношение (q)2n−1

(q)n−1(q)n
(по непрерывности).

Как и в теореме Любински, множество сходимости, указанное в утвер-
ждении 3◦ теоремы 6 расширить нельзя. На факте существования се-
мейства окружностей Ωq, на котором нет сходимости непрерывной дро-
би Роджерса–Рамануджана (точнее, на равенствах (0.34))основан контр-
пример Любински к Паде-гипотезе, которую сейчас обсудим.

В теории аппроксимаций Паде центральную роль играют вопросы
сходимости, и в частности, равномерной сходимости. Из результатов по-
ложительного характера отметим следующие две хорошо известные тео-
ремы.
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Теорема (Монтессу де Болор [54]). Пусть функция f мероморфна и
имеет ровно m полюсов (с учетом кратностей) в круге D = {|z| < R}.
Тогда:

1◦. При всех достаточно больших n аппроксимации Паде [n/m]f
функции f имеют ровно m конечных полюсов, которые при n → ∞
стремятся к полюсам функции f в круге D, причем каждый полюс f
"притягивает"столько полюсов [n/m]f , какова его кратность.

2◦. Последовательность [n/m]f , n = 0, 1, . . . , сходится к функции
f равномерно на компактах, лежащих в D и не содержащих полюсов
функции f .

Отметим, что если функция f имеет в круге |z| < Rm(f) k полюсов,
где k < m, то k полюсов аппроксимаций [n/m]f будут стремиться к этим
полюсам функции, а m−k полюсов аппроксимаций [n/m]f , как показы-
вают простые примеры, могут быть всюду плотны во всей комплексной
плоскости.

Теорема (Марков [27]). Пусть µ - положительная борелевская мера
с носителем, принадлежащим отрезку [−1, 1], и пусть µ̂(z) =

∫ 1

−1
dµ(t)
t−z

.
Тогда диагональные аппроксимации Паде функции µ̂ (с центром в точке
z = ∞) равномерно сходятся к µ̂ на компактах, лежащих в C \ [−1, 1].

В дальнейшем аналоги теоремы Маркова для функций вида µ̂(z)+r,
где r – рациональная функция, были получены в работах А.Гончара [20]
и Е.Рахманова [29].

Заметим, что теорема Маркова, как и теорема Монтессу де Боло-
ра, предполагает кроме голоморфности функции определенное допол-
нительное условие на нее. В общем случае, когда дополнительные усло-
вия отсутствуют, ожидать такой хорошей сходимости аппроксимаций
Паде не приходится. Легко видеть, что, сохраняя значение верхнего
предела, limn→∞|fn|1/n, достигаемого по некоторой подпоследователь-
ности Γ = Γ(f) ⊂ N, нетрудно построить примеры функций с каким-
угодно поведением полюсов аппроксимаций Паде при n /∈ Γ. Очевид-
но, что наличие полюсов у приближающих функций в исследуемой об-
ласти несовместимо с их равномерной сходимостью в этой области. В
частности, Г.Валлин [69] построил пример целой функции такой, что
limn→∞

∣∣[n, n]f (z)
∣∣ = ∞ при всех z 6= 0. Однако этот пример Валли-

на, как и многие другие ранее известные примеры, не опровергает того
утверждения, что из последовательности диагональных аппроксимаций
Паде можно выбрать подпоследовательность равномерно сходящуюся
к f на компактах, лежащих в круге ее голоморфности. Это позволило
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Г.Бейкеру, Д.Гаммелю и Д.Уиллсу [39] высказать в 1961 году следую-
щую гипотезу.

Гипотеза (Бейкер–Гаммель–Уиллс). Пусть функция f голоморфна
в некоторой окрестности точки z = 0 и мероморфна в круге D = {|z| <
1}. Тогда найдется бесконечная подпоследовательность Λ = Λ(f) нату-
ральных чисел такая, что [n/n]f → f при n → ∞, n ∈ Λ, равномерно
на компактах, лежащих в D и не содержащих полюсов f .

Некоторые недостаточно четко сформулированные высказывания,
близкие к гипотезе Бейкера–Гаммеля–Уиллса, можно найти уже в ра-
ботах самого Паде, опубликованных им в начале 20 столетия. Впослед-
ствии гипотеза Бейкера–Гаммеля–Уиллса приобрела широкую извест-
ность под названием Паде-гипотезы (Pade conjecture).

С 1961 по 2001 годы Паде-гипотезу не удавалось ни доказать, ни опро-
вергнуть. Результаты положительного характера были получены за этот
период времени только лишь при некоторых дополнительных условиях
на функцию.

В 1981 году Бейкер и Грейвс-Моррис высказали гипотезу, аналогич-
ную Паде-гипотезе, но не для диагонали, а для m-й строки таблицы
Паде.

Гипотеза (Бейкер–Грейвс-Моррис). Пусть функция f голоморфна
в круге D = {|z| < R}. Тогда для всякого m ∈ N найдется бесконечная
подпоследовательность Λ = Λ(f,m) натуральных чисел такая, что
[n/m]f → f при n → ∞, n ∈ Λ, равномерно на компактах, лежащих
в D.

В ослабленном варианте гипотеза Бейкера–Грейвс-Морриса доказана
А. Гончаром и С. Суетиным [4] в 1983 году. А именно они показали, что
для всякого m ∈ N существует постоянная cm, зависящая только от m
и такая, что для всякой голоморфной в круге D функции f найдется
подпоследовательность Λ ⊆ N, для которой [n/m]f → f при n → ∞,
n ∈ Λ, равномерно внутри круга |z| ≤ cm. В частности, если f – целая
функция, то найдется подпоследовательность Λ такая, что [n/m]f →
f при n → ∞, n ∈ Λ, равномерно на любом компакте комплексной
плоскости.

В общем случае гипотеза Бейкера–Грейвс-Морриса была опроверг-
нута автором [4] в 1983 году при m = 2 на примере следующей простой
функции f(z) = 1+ 3√2z

1−z3 , голоморфной в круге {|z| < 1} и такой, что каж-
дая из аппроксимаций Паде [n/2]f , n = 1, 2, . . . , имеет полюс, лежащий
в круге |z| < 1

3√2
.
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В 1997 году Г. Шталь [66] высказал два новых варианта Паде-ги-
потезы. В одном из этих вариантов на функцию f накладывается до-
полнительное условие ее алгебраичности, а во втором – еще более силь-
ное условие ее гиперэллиптичности. Напомним, что гиперэллиптической
называется алгебраическая функция вида f(z) = r1(z) + r2(z)

√
h(z) ,

где h – многочлен четной степени, r1, r2 – рациональные функции. При-
ведем формулировку второй (с более сильным дополнительным услови-
ем и, следовательно, казавшейся более достоверной) гипотезы Шталя.

Гипотеза (Шталь). Пусть функция f гиперэллиптична и мероморф-
на в единичном круге D = {|z| < 1}. Тогда найдется бесконечная подпо-
следовательность Λ = Λ(f) натуральных чисел такая, что [n/n]f → f
при n → ∞, n ∈ Λ, равномерно на компактах, лежащих в D и не со-
держащих полюсов f .

Заметим, что Г. Шталь, высказывая свои гипотезы, имел серьезные
аргументы в их поддержку. Один из веских аргументов в пользу гипо-
тез – это доказанная Г. Шталем [64] в 1986 году теорема о сходимости
по (логарифмической) емкости диагональных аппроксимаций Паде ал-
гебраических функций. Еще более веский аргумент заключается в том,
что вышеприведенная гипотеза доказана Г. Шталем [65] в 1996 году в
ситуации “общего положения” многочлена h и при некотором дополни-
тельном условии на нули и полюсы рациональных функций r1 и r2. В
2000 году С.Суетин [34] доказал Паде-гипотезу при том же дополнитель-
ном условии, что и у Г.Шталя, и также в ситуации “общего положения”,
но для функций более общего, по сравнению с гиперэллиптическими, ви-
да, а именно, для функций вида ρ̂(z) =

∫
S

ρ(ζ)dζ

(z−ζ)
√

h(ζ)
, где h – многочлен

четной степени, а "симметричный"компакт S комплексной плоскости и
весовая функция ρ(ζ) удовлетворяют некоторым достаточно естествен-
ным требованиям.

В 2001 году Д. Любински на докладе на Международной конферен-
ции анонсировал (полное доказательство опубликовано в [51] в 2003 го-
ду) отрицательный ответ на Паде-гипотезу, предъявив в качестве опро-

вергающего примера мероморфную функцию Hq при q = exp

(
4πi

99 +
√

5

)
.

Так как функция Hq не является алгебраической, то контрпример
Любински не опровергает ни одну из гипотез Шталя. Более того, контр-
пример Любински основан на равенствах (0.34). Из этих равенств видно,
что если точка z0 является полюсом функции Hq(z) (т.е. нулем функ-
ции Gq(qz), то полюсы подходящих дробей (совпадающих с диагональю
и наддиагональю таблицы Паде) по подпоследовательности Λβ имеют
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своей предельной точкой кроме z0 еще и точку βz0. Так как βz0 = z0

при β = z0

z0
, то наличие по крайней мере двух полюсов является необ-

ходимым условием того, чтобы функция Hq являлась контрпримером к
Паде-гипотезе. Другими словами, функция Hq ни при каком q не может
опровергнуть голоморфный (в определенном смысле самый интересный)
вариант Паде-гипотезы.

В 2001 году сразу после доклада Д. Любински автор анонсировал
в [10] и опубликовал в [11] в 2002 году простой пример, одновремен-
но опровергающий как голоморфный вариант Паде-гипотезы, так и ги-
потезу Шталя. Найденный контрпример задается гиперэллиптической
функцией

f(z) =
−27 + 6z2 + 3(9 + ζ)z3 +

√
81(3− (3 + ζ)z3)2 + 4z6

2z(9 + 9z + (9 + ζ)z2)
, (0.36)

где ζ = 3
√

1 = (−1 +
√

3i)/2 и выбрана та ветвь функции f , для которой
f(0) = 0. Обоснование этого контрпримера опирается на разложение
функции f в непрерывную периодическую (с периодом 3, так как ζ3 = 1)
дробь

f(z) =
z|

|3− 3ζ2z
+

ζz2|
|3− 3ζ4z

+
ζ2z2|

|3− 3ζ6z
+

ζ3z2|
|3− 3ζ8z

+ . . . , (0.37)

последовательность подходящих дробей которой совпадает с диагона-
лью таблицы аппроксимаций Паде функции f , и на утверждение, ана-
логичное вышесформулированной теореме 4 о сходимости T -дробей с
предельно периодическими коэффициентами. Напомним, что в этой тео-
реме имеется конечное множество K, про сходимость на котором ничего
не утверждается, но в каждую точку которого (не лежащую на Γ) пре-
дельная функция мероморфно продолжается. Ответить на вопрос о схо-
димости или расходимости дроби в точках исключительного множества
K в общем предельно периодическом случае довольно затруднительно.
Однако, в чисто периодическом случае все может быть просчитано яв-
ным образом, и оказывается, что в точках множества K, которое непу-
сто при m ≥ 3, действительно нет сходимости. Точнее, для непрерывной
дроби (0.37) множество K состоит из трех точек z1, z2 = ζz1, z3 = ζ2z1 и

[3n + j/3n + j]f (zj) = f̃(zj) 6= f(zj) , n = 0, 1, . . . , j = 1, 2, 3 ,

где f̃ – другая ветвь гиперэллиптической функции (0.36).
Отметим, что для обоснования контрпримера Любински необходимо

вычислить полюсы функции Hq. Это достаточно трудоемкая вычисли-
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тельная задача решена Д.Любински при помощи пакета вычислитель-
ных программ Mathematica/Matlab. А именно, его компьютерные вы-

числения показывают, что функция Hq при q = exp

(
4πi

99 +
√

5

)
имеет в

круге |z| < 0.46 ровно два полюса, различных и по модулю и по аргумен-
ту. В контрпримере же (0.36) вычисления не слишком трудоемки (они
состоят в вычислении корней квадратных уравнений с комплексными
коэффициентами) и могут быть проведены вручную без использования
компьютера.
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1 Рекуррентные соотношения, теорема Пу-
анкаре и ее уточнения

1.1 Теоремы Пуанкаре и Перрона для разностных
уравнений с предельно постоянными коэффици-
ентами

Напомним, что последовательность {fn}∞n=0 называется решением раз-
ностного уравнения (0.4) k-го порядка, если равенства (0.4) имеют ме-
сто при всех n = k, k + 1, . . . . Разностное уравнение (0.4) называется
уравнением с постоянными коэффициентами, если αi,n = αi при всех
n = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , k, и называется уравнением с предельно посто-
янными коэффициентами, если существуют пределы limn→∞ αi,n = αi,
i = 1, . . . , k. В обоих случаях многочлен h(z) = zk+α1z

k−1+· · ·+αk назы-
вается характеристическим многочленом разностного уравнения (0.4).

Легко видеть, что всякое решение {fn}∞n=0 однозначно определяется
(рекуррентным образом при помощи равенств (0.4)) своими начальны-
ми условиями f0, . . . , fk−1, а множество решений разностного уравнения
(0.4) образует k-мерное векторное пространство.

В случае постоянных коэффициентов общее решение решение раз-
ностного уравнения (0.4) находится по формулам (0.7). В случае не по-
стоянных коэффициентов найти решение разностного уравнения в яв-
ном виде не представляется возможным, и теорему Пуанкаре [60] о суще-
ствовании предела limn→∞

fn+1

fn
без преувеличения можно назвать жем-

чужиной теории разностных уравнений.

Теорема (Пуанкаре). Пусть последовательность {fn}∞n=0 является
решением разностного уравнения (0.4) с предельно постоянными ко-
эффициентами, корни характеристического многочлена которого раз-
личны по модулю. Тогда либо fn = 0 при всех n ≥ n0, либо существует
предел limn→∞ fn+1/fn, и этот предел равен одному из корней характе-
ристического многочлена.

Простые примеры показывают, что условия теоремы Пуанкаре нель-
зя ослабить, не нарушив утверждающей части теоремы, а утверждаю-
щую часть нельзя усилить, не потребовав дополнительных предположе-
ний. Однако имеется возможность получения как более слабой (но тем
не менее вполне содержательной), так и более сильной утверждающей
части при соответствующем ослаблении или усилении предположений
теоремы. Так, например, естественным образом возникающий вопрос,
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верно ли, что в предположениях теоремы Пуанкаре для всякого напе-
ред заданного корня λ характеристического многочлена найдется реше-
ние {fn}∞n=1−k разностного уравнения (0.4) такое, что limn→∞

fn+1

fn
= λ

имеет в общем случае отрицательный ответ (соответствующий пример
строится практически без усилий). Однако для невырожденных разност-
ных уравнений ответ будет положительным. Напомним, что разност-
ное уравнение (0.4) называется невырожденным, если αn,k 6= 0 при всех
n = k, k+1, . . . . Невырожденность уравнения (0.4) означает возможность
его решения в "другую сторону", т.е. возможность однозначного опре-
деления значения fn при известных значениях fn+1, . . . , fn+k. О.Перрон
доказал следующую теорему.

Теорема (Перрон). Пусть корни характеристического многочлена
невырожденного разностного уравнения (0.4) с предельно постоянны-
ми коэффициентами различны по модулю. Тогда для всякого корня λ
характеристического многочлена найдется решение {fn}∞n=0 разност-
ного уравнения (0.4) такое, что limn→∞ fn+1/fn = λ.

Первоначальное доказательство теоремы, предложенное О.Перроном
[56], было очень сложным и занимало свыше ста страниц текста. Позже
М.Евграфов [24] указал значительно более короткое доказательство.

Одним из следствий теоремы Перрона является существование един-
ственного решения минимального роста, т.е. такого решения {hn}∞n=0

разностного уравнения (0.4), что для всякого другого (линейно с ним
независимого) решения {fn}∞n=0 имеет место равенство limn→∞ hn

fn
= 0.

Легко видеть, что для этого единственного (с точностью до постоянного
множителя) решения имеет место равенство limn→∞ hn+1/hn = λ, где λ
- наименьший по модулю корень характеристического многочлена.

Теоремы Пуанкаре и Перрона могут быть записаны в векторном ви-
де.

Теорема (Пуанкаре–Перрона в векторном виде). Пусть последо-
вательность {ωn}∞n=0 = {(ωn,1, . . . ωn,k)}∞n=0 k-мерных векторов являет-
ся решением векторного разностного уравнения

ωn = Anωn−1 , n = 1, 2, . . . , (1.1)

где (k × k)-матрицы An имеют предел limn→∞ An = A, и пусть соб-
ственные значения предельной матрицы A различны по модулю. Тогда
либо ωn = 0 при всех n ≥ n0, либо при некотором j ∈ {1, . . . , k} суще-
ствуют пределы

lim
n→∞

ωn/ωn,j = e и lim
n→∞

ωn+1,j/ωn,j = λ ,
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где e - один из собственных векторов матрицы A, λ - собственное зна-
чение, соответствующее вектору e.

Если разностное уравнение (1.1) невырождено (т.е. det An 6= 0 при
всех n = 1, 2, . . . ), e = (e1, . . . , ek) - произвольный собственный вектор
матрицы A и ej 6= 0, то найдется решение {ωn}∞n=0 векторного раз-
ностного уравнения (1.1) такое, что limn→∞ ωn/ωn,j = e/ej.

Если положить

{(fn−k+1, . . . fn)}∞n=0 = {ωn}∞n=0 = {(ωn,1, . . . ωn,k)}∞n=0 ,

то разностное уравнение (0.4) можно записать в виде векторного раз-
ностного уравнения (1.1) с матрицами An специального вида

An =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

−αn,k −αn,k−1 −αn,k−2 . . . −αn,1




. (1.2)

Формально это означает, что векторная теорема Пуанкаре–Перрона яв-
ляется более общей по сравнению с классическими теоремами Пуанкаре
и Перрона, так как не имеет никаких ограничений на вид матриц An.
Вместе с тем отметим, что доказательство теоремы Пуанкаре, приведен-
ное в [18], специфичность вида (1.2) матриц An практически не исполь-
зует и может считаться доказательством и векторной теоремы Пуанкаре.
Доказательство векторной теоремы Перрона дано в работе Г.Фреймана
[35].

1.2 Аналог теоремы Пуанкаре для систем соотноше-
ний неограниченного порядка

1.2.1 Замечания к формулировке основной теоремы

Как уже отмечалось во введении, условие существования предела
limn→∞ fn+1/fn = λ эквивалентно тому, что для последовательности
{fn}∞n=0 выполняются соотношения

fn+1 + βnfn = 0 , n = 0, 1, . . . ,

первого порядка с предельно постоянным коэффициентом βn

lim
n→∞

βn = − lim
n→∞

fn+1/fn = −λ .
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Поэтому следующее утверждение, в котором нет предположений о раз-
личности по модулю корней характеристического многочлена, можно
считать непосредственным уточнением теоремы Пуанкаре.

Предложение 1. Пусть последовательность {fn}∞n=0 является реше-
нием разностного уравнения (0.4) с предельно постоянными коэффици-
ентами. Тогда либо fn = 0 при всех n ≥ n0, либо limn→∞|fn|1/n равен
модулю одного из корней характеристического многочлена и последова-
тельность {fn}∞n=0 является решением разностного уравнения

fn + β1,nfn−1 + · · ·+ βl,nfn−l = 0 , n = l, l + 1, . . . , (1.3)

с предельно постоянными коэффициентами, характеристический мно-
гочлен которого делит характеристический многочлен разностного урав-
нения (0.4) и имеет все корни, равные между собой по модулю.

Легко видеть, что порядок l разностного уравнения (1.3) равен чис-
лу корней характеристического многочлена разностного уравнения (0.4),
лежащих на окружности |z| = limn→∞|fn|1/n, и равен 1 в предположени-
ях теоремы Пуанкаре.

Аналогично тому, что утверждающая часть теоремы Пуанкаре яв-
ляется предполагающей частью теоремы Фабри, утверждающая часть
предложения 1 является предполагающей частью следующего предло-
жения 2, совпадающего с теоремой Фабри при l = 1.

Предложение 2. Пусть коэффициенты степенного ряда
∑∞

n=0 fnz
n

удовлетворяют соотношениям (1.3) с предельно постоянными коэф-
фициентами и пусть

lim
n→∞

(1 + β1,nz + · · ·+ βl,nz
l) =

l∏
j=1

(1− z/λj) , |λ1| = . . . |λl| = R 6= 0 .

Тогда ряд сходится в круге |z| < R и по крайней мере одна из точек
λ1, . . . , λl является особой точкой функции f(z) =

∑∞
n=0 fnz

n.

Следующее утверждение распространяет предложение 1 (а следо-
вательно, и теорему Пуанкаре) на случай рекуррентных соотношений
неограниченного порядка.

Предложение 3. Пусть элементы последовательности {fn}∞n=0 удо-
влетворяют рекуррентным соотношениям

fn + α1,nfn−1 + · · ·+ αn,nf0 = 0 , n = n0, n0 + 1, . . . , (1.4)
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с коэффициентами α1,n, . . . , αn,n такими, что многочлены 1 + α1,nz +
· · ·+αn,nz

n равномерно на компактах, лежащих в круге |z| < R, сходят-
ся при n → ∞ к функции α(z). Тогда либо limn→∞|fn|1/n ≤ R−1, либо(
limn→∞|fn|1/n

)−1 равен модулю одного из корней функции α(z) и по-
следовательность {fn}∞n=0 является решением разностного уравнения
(1.3) с предельно постоянными коэффициентами. При этом многочлен
β(z) = limn→∞(1 + β1,nz + · · ·+ βl,nzl) делит функцию α(z) и имеет все
корни, равные между собой по модулю.

Например, если α(z) = 1+
∑∞

k=1 αkz
k - целая функция, нули которой

различны по модулю, и последовательность {fn}∞n=0 является решением
разностного уравнения

fn + α1fn−1 + · · ·+ αnf0 = 0, n = n0, n0 + 1, . . . ,

то из предложения 3 следует, что либо limn→∞|fn|1/n = 0, либо существу-
ет предел limn→∞ fn−1/fn и этот предел равен одному из нулей функции
α(z).

Обратим внимание на то, что многочлен β(z) в предложении 2 свя-
зан с характеристическим многочленом h(z) соотношений (1.3) равен-
ством β(z) = zlh(z−1). Очевидно, что предложение 2 можно переформу-
лировать и в терминах характеристического многочлена. Предложение
3 формулируется только лишь в терминах функции α(z) = limn→∞(1 +
α1,nz + · · · + αn,nzn), так как многочлены zn(1 + α1,nz

−1 + · · · + αn,nz−n)
не имеют предела при n →∞.

Заметим, что утверждающая часть предложения 3 нетривиальна толь-
ко лишь в случае, когда limn→∞|fn|1/n > R−1, т.е. когда круг голоморф-
ности функции f(z) =

∑∞
n=0 fnzn компактно принадлежит кругу схо-

димости многочленов αn(z). Заметим также, что равенства (1.4) мож-
но записать в виде [f(z)αn(z)]n = 0, где [ ]n - коэффициент при zn

степенного ряда, стоящего в квадратных скобках, f(z) =
∑∞

n=0 fnz
n,

αn(z) = 1 + α1,nz + · · ·+ αn,nz
n. Поэтому предложение 3 является ослаб-

ленным вариантом следующего предложения.

Предложение 4. Пусть δ > 0 и ряд Лорана f(z) =
∑∞

n=−∞ fnzn та-
ковы, что 0 < R0(f) < ∞, limn→∞|f−n|1/n ≤ R0(f) и имеет место
равенство

lim
n→∞

[f(z)αn(z)]nRn
0 (f)enδ = 0 , (1.5)

где αn(z) =
∑∞

p=−∞ αn,pz
p - функции, голоморфные в некоторой окрест-

ности кольца {R0(f)e−nδ ≤ |z| ≤ R0(f)enδ} и имеющие равномерный в

32



этом кольце предел limn→∞ αn(z) = α(z) 6≡ 0. Тогда функция α(z) име-
ет по крайней мере один нуль, лежащий на окружности |z| = R0(f) и
являющийся особой точкой функции f ∗(z) =

∑∞
n=0 fnz

n. При этом если
λ1, . . . , λl – все нули функции α, лежащие на окружности |z| = R0(f),
то

lim
n→∞

[f(z)
∏l

j=1(1− z/λj)]n

max{|fn−1|, . . . , |fn−l|} = 0 . (1.6)

Заметим, что равенство (1.6) – это простая переформулировка ра-
венств (1.3) из предложения 1. Действительно, пусть

∏l
j=1(1 − z/λj) =

1 + β1z + · · ·+ βlz
l. Обозначим через εn дробь, стоящую под знаком пре-

дела в равенстве (1.6). Тогда равенство (1.6) означает, что limn→∞ εn = 0
и

fn + β1fn−1 + · · ·+ βlfn−l = εn max{|fn−1|, . . . , |fn−l|} .

Это эквивалентно тому, что существуют многочлены βn(z) = 1 + β1,nz +
· · ·+βl,nzl такие, что limn→∞ βn(z) = β(z) и выполняются равенства (1.3).

Обратим внимание на то, что условие (1.5) в предложении 4 является
следствием равенств

[f(z)αn(z)]n =
∞∑

p=−∞
fn−pαn,p = 0 , n = n0, n0 + 1, . . . . (1.7)

И условие (1.5) и равенства (1.7) не является рекуррентными соотно-
шениями. Такие условия могут возникать, как будет показано ниже, в
процессе решения каких-либо других задач.

Легко видеть, что предложение 4, как и предложения 1,2 и 3, явля-
ется частным случаем m = 1 основной теоремы этой главы, сформу-
лированной во введении как теорема 1. Сделаем некоторые замечания,
касающиеся теоремы 1 при m > 1.

Заметим, что предел limn→∞ αn(z)αj,n(z) = α(z) не зависит от j, одна-
ко в допредельных функциях небольшая зависимость от j допускается.
Этот факт будет использован при доказательстве гипотезы Гончара для
строк аппроксимаций Паде ортогональных разложений (см. теорему 3.2
на стр. 119).

Обратим внимание, что из утверждения 2◦ теоремы 1 следует, что
если |λ1| ≤ · · · ≤ |λµ| < |λµ+1| = · · · = |λm|, то λ1, . . . , λµ – полюсы
функции f и никаких других полюсов функция f в круге |z| < Rm−1(f)
не имеет, λµ+1, . . . , λm – особые точки функции f , лежащие на границе
этого круга.
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Пусть f̃(z) =
∑−1

−∞ fnzn – главная часть ряда Лорана f(z). Легко ви-
деть, что для любой функции ψ(z), голоморфной в окрестности кольца
Tδ′,m(f) (δ′ > δ), имеет место равенство

lim
n→∞

Rn
m−1(f)enδ[f̃(z)ψ(z)]n = lim

n→∞
Rn

m−1(f)enδ

∞∑
p=1

f−p[ψ]n+p = 0 .

Поэтому вместо ряда Лорана f , стоящего в левой части равенства (0.11),
можно писать его регулярную часть f ∗.

Простые примеры показывают, что условие однолистности функции
ϕ в предположениях (0.11) теоремы нельзя отбросить, ничего не потре-
бовав взамен. Из доказательства теоремы будет видно, что условие од-
нолистности функции ϕ можно заменить более слабым условием отсут-
ствия нулей в кольце Tδ,m(f) у функции

∏k
j=1(ϕ(z) − ϕ(λj)), отличных

от точек λ1, . . . , λk. Кроме того, из доказательства теоремы будет вид-
но, что набор функций 1, ϕ, . . . , ϕm−1, фигурирующий в предположениях
(0.11), можно было бы заменить более общим набором ϕ1, . . . , ϕm голо-
морфных в кольце Tδ,m(f) функций, но накладываемые при этом на них
условия (которые должны, в частности, обеспечить линейную независи-
мость этого набора функций) слишком уж громоздко формулируются
(в терминах отличия от 0 некоторых определителей).

Как отмечалось во введении, утверждение 4◦ теоремы представляет
самостоятельный интерес и может быть сформулировано в следующем
виде.

Следствие 1 теоремы 1. Пусть коэффициенты степенного ряда∑∞
n=0 fnzn таковы, что при фиксированном m ∈ N и всех достаточно

больших n ∈ N рациональные функции [n,m]f имеют ровно m конечных
полюсов λn,1, . . . , λn,m, стремящихся к пределам limn→∞ λn,j = λj 6= 0
(j = 1, . . . , m), и пусть ψn,1, . . . , ψn,m, φn,1, . . . , φn,m – функции, голо-
морфные и имеющие равномерные пределы ψ1, . . . , ψm, φ1, . . . , φm в неко-
торой окрестности кольца

{
min1≤j≤m |λj| ≤ |z| ≤ max1≤j≤m |λj|

}
. Тогда

существуют пределы

lim
n→∞

det
(
[fψn,iφn,j]n

)
i,j=1,...,m

fm,n

=
det

(
ψr(λs)

)
s,r=1,...,m

det
(
φr(λs)

)
s,r=1,...,m

W 2(λ1, . . . , λm)
,

где fm,n и W (λ1, . . . , λm) определены в утверждении 4◦ теоремы 1.

Отметим, что утверждение 3◦ теоремы 1 о возможности перехода от
системы равенств (0.11) к системе равенств (0.12) содержит две основ-
ные трудности, различные по своей природе. Первая из них связана с
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заменой имеющих предел функций αn и αn,j, голоморфных только лишь
в окрестности кольца Tδ,m(f), имеющими предел многочленами βn фик-
сированной степени. Вторая трудность связана с наличием в равенствах
(0.11) функции ϕ, отсутствующей в равенствах (0.12) (точнее будет ска-
зать, что функция ϕ в этих равенствах совпадает с функцией z−1). При
m = 1 вторая трудность отсутствует, и это одна из причин, по кото-
рой доказательство теоремы при m = 1 оказывается значительно более
простым, по сравнению со случаем m > 1 (при m = 1 отсутствует так-
же и трудность, связанная с некоторым несовпадением функций αn,j,
j = 0, . . . , m− 1).

Мы докажем в диссертации теорему 1 только лишь в предположе-
нии, что все нули функции α, лежащие на окружности |z| = Rm−1(f),
– простые. Случай кратных нулей принципиальных отличий от случая,
доказываемого в диссертации, не имеет, хотя, конечно же, в общем слу-
чае будут присутствовать дополнительные технические трудности и зна-
чительное усложнение и без того громоздкой записи.

1.2.2 Доказательство основной теоремы при m = 1

Докажем теорему 1 сначала для случая m = 1. Точнее, докажем сначала
предложение 4. Не теряя в общности, будем предполагать, что R0(f) = 1.
Введем некоторые обозначения.

Tδ = {e−δ ≤ |z| ≤ eδ}.
Υ - множество многочленов с единичным свободным членом и таких,

что все их нули лежат на окружности T0 = {|z| = 1}.
ΥN - подмножество Υ, состоящее из многочленов степени N ∈ Z+.
L – множество рядов Лорана таких, что

limn→∞|fn|1/n = 1 , limn→∞|f−n|1/n ≤ 1 .

При f ∈ L, n ∈ Z, N ∈ N, τ > 0 положим

{f}
∣∣N
n

= max
0≤j≤N−1

|fn+j| , {f}n,τ = sup
p∈Z

|fn+p|e−τ |p| . (1.8)

Hτ - множество функций, голоморфных в некоторой окрестности
кольца Tτ = {e−τ ≤ |z| ≤ e−τ}. По умолчанию будем предполагать,
что индекс τ в Hτ положителен. Если γ ∈ Hτ , то ‖γ‖τ = maxz∈Tτ |γ(z)|.

Θ - множество последовательностей θ = {θn}∞n=1 натуральных чисел
таких, что θn < n/2 и limn→∞ θn = ∞.

Если θ = {θn}∞n=1 ∈ Θ и k ≥ 1, то через θ/k будем обозначать после-
довательность из Θ, равную {[θn/k]}∞n=1.
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Если Λ - последовательность натуральных чисел и θ ∈ Θ, то через
Λ(θ) будем обозначать последовательность натуральных чисел, образо-
ванную множеством ∪n∈Λ{n, n± 1, . . . , n± θn}.

Для всех γ ∈ Hτ имеют место неравенства Коши
∣∣[γ]p

∣∣ ≤ ‖γ‖τe
−τ |p| , τ > 0 , p ∈ Z , (1.9)

и следовательно, с учетом второго из определений (1.8)

∣∣[fγ]n
∣∣ ≤

∞∑
p=−∞

|fn+pγ−p| ≤ ‖γ‖τ

∞∑
p=−∞

|fn+p|e− τ
2
(|p|+|p|) ≤ ‖γ‖τ{f}n, τ

2
C(τ) ,

(1.10)
где C(τ) =

∑∞
p=−∞ e−

τ
2
|p|.

Кроме того, для величин {f}n,τ и {f}
∣∣N
n
имеют место следующие три-

виальные неравенства

{f}n,τ1 ≥ {f}n,τ2 , если 0 < τ1 ≤ τ2 , (1.11)

{f}n,τ ≥ e−τ |p||fn+p| , p ∈ Z , (1.12)

{f}n,τ ≥ e−τ |p|{f}n+p,τ , p ∈ Z , (1.13)

{f}n,τ ≥ e−τ(N−1){f}
∣∣N
n

, (1.14)

{f}n,τ ≥ Ce−τn , где C = C(f) > 0 . (1.15)

Всюду в дальнейшем через C, C1, C2, . . . будем обозначать положи-
тельные постоянные, не зависящие от n, p и других переменных величин
и зависящие от ряда f (который будем считать фиксированным). По-
ложительные постоянные, зависящие от параметра τ будем обозначать
через C(τ), C1(τ), C2(τ), . . . .

Заметим, что в силу равенства (1.15) предположение (1.5) влечет за
собой равенство limn→∞[fαn]n{f}−1

n,δ = 0. Поэтому предложение 4 яв-
ляется частным случаем k = 1 следующей леммы 1.1, которая будет
использована в дальнейшем и при доказательстве теоремы при m > 1.
(Нумерация лемм в диссертации организована таким образом, что пер-
вый номер леммы совпадает с номером теоремы, для доказательства
которой предназначена лемма).

Лемма 1.1. Пусть f ∈ L, k ∈ N, δ > 0, θ ∈ Θ, Λ1, . . . , Λk -
непересекающиеся бесконечные последовательности натуральных чи-
сел, αj,n ∈ Hδ (j = 1, . . . , k, n ∈ Λj(θ)) таковы, что

a) ∪k
j=1Λj = N ,
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b) при всех j = 1, . . . , k существуют равномерные в кольце Tδ преде-
лы limn∈Λj(θ)

αj,n(z) = αj(z) 6≡ 0 ,

c) имеют место равенства

lim
n∈Λj(θ)

{f}−1
n,δ[fαj,n]n = 0 . (1.16)

Тогда
1◦. При всех j = 1, . . . , k имеют место неравенства Nj ≥ 1, где Nj -

число нулей функции αj(z), лежащих на окружности T0.
2◦. При всех j = 1, . . . , k, τ > 0 и всех n ∈ Λj(θ/2) имеют место

неравенства
{f}n,τ ≤ C1(τ){f}

∣∣Nj

n
. (1.17)

3◦. Если βj ∈ ΥNj
- многочлен, построенный по нулям функции αj,

j = 1, . . . , k, лежащим на окружности T0, то имеет место равенство

lim
n∈Λj(θ/2)

({f}
∣∣Nj

n

)−1
[fβj]n+Nj

= 0 . (1.18)

4◦. Если β ∈ Υ - многочлен, равный общему кратному многочленов
βj, j = 1, . . . , k, и N = deg β, то имеет место равенство

lim
n→∞

({f}
∣∣N
n

)−1
[fβ]n+N = 0 . (1.19)

5◦. По крайней мере один из нулей многочлена β является особой
точкой функции f .

Доказательству леммы 1.1 предпошлем несколько простых вспомо-
гательных утверждений общего характера о поведении элементов чис-
ловой последовательности {fn}∞n=−∞ при наличии рекуррентных соотно-
шений между ними. Для формулировки этих утверждений введем сле-
дующие обозначения.

Пусть β(z) = 1 + β1z
1 + · · · + βNzN - многочлен из ΥN , где N ≥

1, имеющий простые нули λ1, . . . , λN . Обозначим через uf
n,i,β, n ∈ Z,

i = 1, . . . , N , величины, определяемые как решение линейной системы
уравнений

N∑
i=1

λ−l
i uf

n,i,β = fn+l, l = 0, . . . , N − 1 . (1.20)

Заметим, что величины uf
n,i,β определяются линейной системой урав-

нений (1.20) однозначно, так как определитель W (λ−1
1 , . . . , λ−1

N ) этой си-
стемы, являясь определителем Вандермонда попарно различных чисел
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λ−1
1 , . . . , λ−1

N , отличен от 0. Если бы мы не ограничились при доказа-
тельстве теоремы случаем простых нулей функции α, то пришлось бы
допустить наличие кратных нулей и у многочлена β. Тогда, записав этот
многочлен в виде β(z) =

∏L
i=1(1− λi/z)ri , где ri ≥ 1 - кратность нуля λi,∑L

i=1 ri = N , вместо системы уравнений (1.20) следовало бы рассмотреть
более громоздкую систему

L∑
i=1

ri−1∑

k=0

λ−l
i nkuf

n,i,k,β = fn+l, l = 0, . . . , N − 1 ,

однозначно определяющую величины uf
n,i,k,β, n ∈ Z, i = 1, . . . , L, k =

0, . . . , ri− 1. В дальнейшем при доказательстве нижеприводимых утвер-
ждений по умолчанию будем предполагать, что Υ - это множество мно-
гочленов с простыми нулями, лежащими на окружности T0, имея в ви-
ду, что соответствующие утверждения при некоторой их модификации
верны и для случая кратных корней.

Лемма 1.1.1. Пусть β(z) =
∏N

l=1(1− z/λl) ∈ ΥN , N ∈ N. Тогда при
всех n ∈ Z имеют место равенства

uf
n+1,i,β = λ−1

i uf
n,i,β + di,β[fβ]n+N , i = 1, . . . , N , (1.21)

где не зависящие ни от n, ни от f постоянные di,β являются решением
линейной системы N уравнений

N∑
i=1

λ−l
i di,β =

{
0 , l = 0, . . . , N − 2

1 , l = N − 1
. (1.22)

Доказательство леммы 1.1.1. В силу единственности решения си-
стемы уравнений (1.20) для доказательства равенств (1.21) достаточно
проверить выполнение равенств

N∑
i=1

λ−l
i

(
λ−1

i uf
n,i,β + di,β[fβ]n+N

)
= fn+1+l , l = 0, . . . , N − 1 ,

или, что то же самое, равенств

N∑
i=1

λ
−(l+1)
i uf

n,i,β +[fβ]n+N

N∑
i=1

λ−l
i di,β = fn+1+l , l = 0, . . . , N−1 . (1.23)

При l = 0, . . . , N−2 равенства (1.23) следуют непосредственно из опреде-
лений (1.20) и (1.22) величин uf

n,i,β и di,β. Переходя к проверке равенства

38



(1.23) при l = N − 1, рассмотрим цепочку равенств

−
N∑

i=1

λ−N
i uf

n,i,β + fn+N =
1

W (λ−1
1 , . . . , λ−1

N )

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 fn

. . . . . . . . . . . .
λ1−N

1 . . . λ1−N
N fn+N−1

λ−N
1 . . . λ−N

N fn+N

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

W (λ−1
1 , . . . , λ−1

N )

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 fn

. . . . . . . . . . . .
λ1−N

1 . . . λ1−N
N fn+N−1

λ−N
1 β(λ1) . . . λ−N

N β(λN) [fβ]n+N

∣∣∣∣∣∣∣∣
= [fβ]n+N .

Первое равенство в этой цепочке - это формула разложения опреде-
лителя по последней строке и формулы Крамера для величин uf

n,i,β,
определяемых равенствами (1.20). Второе равенство в цепочке полу-
чается преобразованием определителя путем добавления к его послед-
ней строке линейной комбинации предыдущих строк с коэффициентами
β1, . . . , βN . Третье равенство является простым следствием равенств
β(λ1) = · · · = β(λN) = 0.

Учитывая равенство (1.22) при l = N − 1, полученную цепочку ра-
венств можно переписать в виде равенства

fn+N =
N∑

i=1

λ−N
i uf

n,i,β + [fβ]n+N

N∑
i=1

λ1−N
i di,β ,

совпадающего с равенством (1.23) при l = N − 1. Таким образом равен-
ство (1.23) имеет место при всех l = 0, . . . , N − 1, что доказывает лемму
1.1.1.£

Следствие леммы 1.1.1. В предположениях и обозначениях леммы
1.1 при всех i = 1, . . . , N и всех q ∈ N имеют место равенства

uf
n+q,i,β = λ−q

i uf
n,i,β + di,β

q∑

l=1

λl−q
i [fβ]n+l−1+N , (1.24)

uf
n−q,i,β = λq

i u
f
n,i,β − di,β

q∑

l=1

λq+1−l
i [fβ]n−l+N . (1.25)

Действительно, равенства (1.24)-(1.25) легко выводятся индукцией
по числу q из равенств (1.21). £

При β ∈ ΥN , N ∈ N положим

uf
n,β = max

1≤i≤N
|uf

n,i,β| ,
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где uf
n,i,β определены системой равенств (1.20). Непосредственно из опре-

деления величин {f}
∣∣N
n

и uf
n,β и условия β ∈ ΥN имеем следующие два

неравенства
{f}∣∣N

n
≤ Nuf

n,β , (1.26)

uf
n,β ≤ Cβ{f}

∣∣N
n

. (1.27)

Подчеркнем, что постоянная Cβ зависит только от многочлена β. При
β(z) ≡ 1 и N = 0 положим uf

n,β = {f}
∣∣0
n

= |fn|, n ∈ Z.
Лемма 1.1.2. Пусть β ∈ ΥN , N ∈ N, и пусть при некотором n ∈ Z

имеют место неравенства

∣∣[fβ]n+N

∣∣ ≤ 1− e−τ

N max1≤i≤N |di,β|{f}
∣∣N+1

n
. (1.28)

Тогда
e−τuf

n,β ≤ uf
n+1,β ≤ eτuf

n,β . (1.29)

Доказательство леммы 1.1.2. Из неравенства (1.26) имеем нера-
венство

{f}
∣∣N+1

n
= max{{f}

∣∣N
n

, {f}
∣∣n+N+1

n+1
} ≤ N max{uf

n,β, uf
n+1,β} .

Поэтому из леммы 1.1.1 (равенств (1.21)) и неравенств (1.28) следуют
неравенства

uf
n+1,β = |uf

n+1,i0,β| ≤ |uf
n,i0,β|+

∣∣[fβ]n+N

∣∣|di0,β| ≤

uf
n,β + (1− e−τ ) max{uf

n,β, uf
n+1,β} , (1.30)

uf
n,β ≤ uf

n+1,β + (1− e−τ ) max{uf
n,β, uf

n+1,β} . (1.31)

Из этих неравенств и тривиального неравенства 2 − e−τ ≤ eτ получаем
неравенства (1.29). £

Важную роль в последующих рассуждениях будет играть подпосле-
довательность Γf

τ,β натуральных чисел, определяемая при τ > 0 по мно-
гочлену β ∈ Υ и ряду f ∈ L следующим образом:

Γf
τ,β = {n ∈ N : uf

n,β ≥ e−τ |p|uf
n+p,β при всех p ∈ Z} .

Лемма 1.1.3. Пусть τ > 0, f ∈ L, β ∈ Υ. Тогда Γf
τ,β - бесконечная

подпоследовательность натуральных чисел.
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Доказательство леммы 1.1.3. В силу неравенств (1.26)-(1.27) усло-
вие f ∈ L можно переписать в виде условия

limn→∞(u−n,βf)1/n ≤ limn→∞(uf
n,β)1/n = 1

(очевидно, что это условие имеет место и при β(z) ≡ 1, uf
n,β = |fn|).

По лемме Какехаши [47] из равенства limn→∞(uf
n,β)1/n = 1 следует, что

последовательность uf
n,β, n = 1, 2, . . . можно представить в виде произ-

ведения υnωn двух положительных последовательностей υn и ωn таких,
что limn→∞ υn+1/υn = 1 и limn→∞ωn = 1. Из этого представления и нера-
венства limn→∞(uf

−n,β)1/n ≤ 1 следует, что начиная с некоторого доста-
точно большого номера все члены бесконечной последовательности Γ∗,
определенной условием limn∈Γ∗ ωn = limn→∞ωn, принадлежат последо-
вательности Γf

τ,β. Другими словами, бесконечность последовательности
Γf

τ,β - это простое следствие леммы Какехаши. £

Лемма 1.1.4. Пусть f ∈ L, τ > 0, N ∈ N, β ∈ ΥN , n1, n2 ∈ Γf
τ,β и

пусть при всех n ∈ Γf
τ,β ∩ [n1, n2] имеют место неравенства

max{∣∣[fβ]n−1+N

∣∣, ∣∣[fβ]n+N

∣∣} ≤ C2(τ){f}∣∣N+1

n−1
, (1.32)

где C2(τ) = 1−e−τ

N max1≤i≤N |di,β |max{1,Neτ Cβ} . Тогда все натуральные числа от-

резка [n1, n2] принадлежат последовательности Γf
τ,β.

Доказательство леммы 1.1.4. Заметим, что из неравенства (1.32)
следует, в частности, неравенство (1.28) для индекса n− 1. Поэтому по
лемме 1.1.2

e−τuf
n−1,β ≤ uf

n,β ≤ eτuf
n−1,β . (1.33)

Из неравенства (1.26), первого из неравенств (1.33) и неравенства (1.27)
имеем цепочку неравенств

{f}
∣∣N
n−1

≤ Nuf
n−1,β ≤ Neτuf

n,β ≤ NeτCβ{f}
∣∣N
n

.

Следовательно, величина {f}
∣∣n+N

n−1
, стоящая в правой части неравенства

(1.32) оценивается сверху неравенством

{f}
∣∣N+1

n−1
= max{{f}

∣∣N
n−1

, {f}
∣∣N
n
} ≤ max{NeτCβ, 1}{f}

∣∣N
n

.

Поэтому правая часть неравенства (1.32) не превосходит

C2(τ) max{NeτCβ, 1}{f}
∣∣N
n
≤ 1− e−τ

N max1≤i≤N |di,β|{f}
∣∣N
n

.
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Отсюда получаем, что неравенство (1.32) влечет за собой неравенство
(1.28) также и для индекса n. Поэтому по лемме 1.1.2 имеют место нера-
венства (1.29). Таким образом при всех n ∈ Γf

τ,β ∩ [n1, n2] наряду с нера-
венствами (1.32) имеем и являющиеся их следствиями неравенства (1.29)
и (1.33), и в частности, неравенства

uf
n±1,β ≥ e−τuf

n,β , n ∈ Γf
τ,β ∩ [n1, n2] . (1.34)

Пусть n1 < n3 < n2. Предполагая, что n3 /∈ Γf
τ,β, обозначим через n4

и n5 ближайшие (слева и справа) к n3 индексы, принадлежащие Γf
τ,β, т.е.

n4 и n5 - это такие натуральные индексы, что n1 ≤ n4 < n3 < n5 ≤ n2,
n4,5 ∈ Γf

τ,β и n /∈ Γf
τ,β, если n4 < n < n5. Обозначим через n6 индекс, на

котором достигается максимум maxn4<n<n5 uf
n,β = uf

n6,β. Непосредственно
из определения индексов n4, n5 и n6 следует, что n6 /∈ Γf

τ,β. С другой
стороны, если n6 + p ≥ n5, то имеем следующую цепочку неравенств

uf
n6,β ≥ uf

n5−1,β ≥ e−τuf
n5,β ≥ eτ(−1+n5−n6−p)uf

n6+p,β ≥

e−pτuf
n6+p,β = e−|p|τuf

n6+p,β .

Первое неравенство в этой цепочке следует непосредственно из опреде-
ления индекса n6, второе – это неравенство (1.34) для индекса n5 ∈ Γf

τ,β,
третье – это определение последовательности Γf

τ,β и условие n5 ∈ Γf
τ,β,

четвертое – это неравенство n5 ≥ n6 + 1 (так как n4 < n6 < n5), послед-
нее равенство очевидно, так как p > 0 при рассматриваемом условии
n6 + p ≥ n5.

Если n6 +p ≤ n4, то аналогичным образом имеем цепочку неравенств

uf
n6,β ≥ uf

n4+1,β ≥ e−τuf
n4,β ≥

eτ(−1+n6+p−n4)uf
n6+p,β ≥ epτuf

n6+p,β = e−|p|τuf
n6+p,β .

Если n4 < n6 + p < n5, то непосредственно из определения индекса n6

имеем неравенство

uf
n6,β ≥ uf

n6+p,β ≥ e−|p|τuf
n6+p,β .

Таким образом при всех целочисленных p имеют место неравенства
uf

n6,β ≥ e−|p|τuf
n6+p,β, и следовательно, n6 ∈ Γf

τ,β. Полученное противо-
речие показывает, что n3 ∈ Γf

τ,β. Так как n3 - произвольный индекс из
интервала (n1, n2), то тем самым лемма 1.1.4 доказана. £

Как следствие лемм 1.1.4 и 1.1.3 имеем лемму 1.1.5.
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Лемма 1.1.5. Пусть τ > 0, N ∈ N, β ∈ ΥN , n1 ∈ Γf
τ,β и пусть

при всех n ∈ Γf
τ,β ∩ [n1,∞) имеют место неравенства (1.32). Тогда все

натуральные индексы n, начиная с n1, принадлежат Γf
τ,β.

Доказательство леммы 1.1.5. Пусть n2 - произвольное натураль-
ное число, большее n1. Из бесконечности последовательности Γf

τ,β следу-
ет, что найдется индекс n3 ∈ Γf

τ,β такой, что n3 ≥ n2. Тогда по лемме 1.1.4
все натуральные числа отрезка [n1, n3] принадлежат Γf

τ,β. В частности,
n2 ∈ Γf

τ,β. £

Доказательство леммы 1.1. Фиксируем натуральное число j, не
превосходящее k, и произвольное целое число q. Покажем, что существу-
ет положительное число τ0 такое, что при всех 0 < τ ≤ τ0 последова-
тельность Γf

τ,β содержит все натуральные числа n ≥ n(τ) и имеют место
следующие предельные равенства

lim
n∈Λj(θ)

{f}−1
n,δ/2[fαj]n = 0 , (1.35)

lim
n∈Λj(θ/2)

{f}−1
n,τ [fβj]n+q = 0 , (1.36)

lim
n→∞

{f}−1
n,τ [fβ]n+q = 0 , (1.37)

lim
n→∞

({f}
∣∣N
n

)−1
[fβ]n+q = 0 . (1.38)

Из неравенства (1.10) следует, что
∣∣[f(αj,n − αj)]n

∣∣ ≤ C(δ)‖αj,n − αj‖δ{f}n,δ/2 .

Отсюда и из предположения b) леммы о существовании предела
limn∈Λj(θ)

(αj,n − αj)(z) = 0, равномерного в кольце Tδ, имеем равенство

lim
n∈Λj(θ)

{f}−1
n,δ/2[f(αj,n − αj)]n = 0 .

Отсюда и равенства (1.16) следует равенство (1.35).
Так как многочлен βj построен по нулям функции αj, лежащим на

окружности T0, то функция γj(z) = αj(z)/βj(z) принадлежит Hδ и не
имеет нулей на окружности T0. Следовательно, существует положитель-
ное число τ0 < δ/2 такое, что γ−1

j ∈ H4τ0 . Докажем равенства (1.36) и
(1.37) при 0 < τ ≤ τ0. При помощи неравенства (1.10), примененного к
ряду fαj и функции γ−1

j получаем неравенство
∣∣[fβj]n+q

∣∣ =
∣∣[fαjγ

−1
j ]n+q

∣∣ ≤ ‖γ−1
j ‖4τ{fαj}n+q,2τ .
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Отсюда, неравенства (1.13), определения величины {fαj}n,2τ и нера-
венств (1.11) и (1.10) получаем неравенство

e−2τq
∣∣[fβj]n+q

∣∣
‖γ−1

j ‖4τ{f}n,τ

≤ {fαj}n,2τ

{f}n,τ

=
supp∈Z

∣∣[fαj]n+p

∣∣e−2τ |p|

{f}n,τ

≤

sup
p∈Z

∣∣[fαj]n+p

∣∣e−τ |p|

{f}n+p,τ

≤ max

{
sup
|p|≤rn

∣∣[fαj]n+p

∣∣
{f}n+p,τ

, sup
|p|>rn

∣∣[fαj]n+p

∣∣e−τrn

{f}n+p,τ

}
≤

max

{
sup
|p|≤rn

∣∣[fαj]n+p

∣∣
{f}n+p,δ/2

, C(2τ)‖αj‖2τe
−τrn

}
, (1.39)

где rn - произвольное положительное число.
Заметим, что существует последовательность θ

∗
= {θ∗n}∞n=1 ∈ Θ та-

кая, что n + p ∈ Λ(θ) при всех n ∈ Λ(θ/2), |p| ≤ θ∗n. Положим rn = θ∗n
в неравенстве (1.39). Учитывая равенство limn→∞ θ∗n = ∞, имеем ра-
венство limn→∞ e−τrn = 0, а учитывая уже доказанное равенство (1.35),
имеем и равенство limn∈Λj(θ/2) sup|p|≤rn

|[fαj ]n+p|
{f}n+p,δ/2

= 0. Таким образом пра-
вая часть, а следовательно, и левая часть неравенства (1.39) стремятся
к нулю при n ∈ Λj(θ/2). Так как числа τ , q и функция γj(z) не зависят
от n, то тем самым равенство (1.36) доказано при вышеуказанном τ .

Для доказательства равенства (1.37) обозначим через β∗j (z) много-
член β(z)/βj(z) степени N − Nj. Тогда β(z) = βj(z)β∗j (z) и имеет место
неравенство ∣∣[fβ]n+q

∣∣
{f}n,τ

≤
N−Nj∑

i=0

∣∣[β∗j ]i
∣∣
∣∣[fβj]n+q−i

∣∣
{f}n,τ

.

По уже доказанному равенству (1.36) каждое слагаемое в правой ча-
сти полученного неравенства стремится к 0 при n → ∞, n ∈ Λj(θ/2).
Поэтому limn∈Λj

[fβ]n+q

{f}n,τ
= 0. Отсюда и предположения a) леммы следу-

ет существование предела limn→∞
[fβ]n+q

{f}n,τ
= 0. Таким образом равенство

(1.37) доказано.
Приступая к доказательству равенства (1.38), заметим прежде всего,

что степень N многочлена β больше или равна 1, так как иначе равен-
ство (1.37) при q = 0 записывалось бы в виде равенства limn→∞

[f ]n
{f}n,τ

= 0,
которое противоречит бесконечности последовательности Γf

τ,β (см. лем-
му 1.1.3), так как из определения величин {f}n,τ и последовательно-
сти Γf

τ,β при β(z) ≡ 1 следует, что {f}n,τ = |fn| при n ∈ Γf
τ,1. Итак,

N = deg β ≥ 1. Далее, из определения величин {f}n,τ , неравенств (1.26),
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определения последовательности Γf
τ,β и неравенств (1.27) при n ∈ Γf

τ,β

имеем неравенство

{f}n,τ ≤ N sup
p∈Z

uf
n+p,βe−τ |p| = Nuf

n,β ≤ NCβ{f}
∣∣N
n

. (1.40)

Поэтому из равенства (1.37) при любом фиксированном q ∈ Z имеем
равенство

lim
n∈Γf

τ,β

({f}
∣∣N
n

)−1
[fβ]n+q = 0 . (1.41)

При q = N − 1, N из равенства (1.41) следует, что неравенства (1.32)
в леммах 1.1.4 и 1.1.5 имеют место при всех достаточно больших n ∈
Γf

τ,β. Тогда по лемме 1.1.5 все натуральные числа, начиная с некоторого,
содержатся в последовательности Γf

τ,β. Следовательно, равенство (1.41)
совпадает с доказываемым равенством (1.38). Итак, равенства (1.35)–
(1.38) доказаны (при 0 < τ ≤ τ0).

Заметим, что частный случай q = N равенства (1.38) совпадает с
равенством (1.19). Тем самым утверждение 4◦ леммы 1 доказано.

Докажем теперь утверждение 1◦ леммы. Обозначим через Γf
N под-

последовательность, состоящую из натуральных чисел n, для которых
можно найти натуральное число n∗ такое, что n − N + 1 ≤ n∗ ≤ n и
{f}

∣∣N
n∗ = |fn|. Легко видеть, что если {f}

∣∣N
n

= |fñ|, где n ≤ ñ ≤ n+N−1,
то ñ ∈ Γf

N (определяющее условие выполнено при n∗ = n). Это означает,
что среди N последовательных натуральных чисел хотя бы одно содер-
жится в Γf

N . Следовательно, разность между двумя последовательными
натуральными числами из Γf

N меньше или равна N . Так как уже дока-
зано, что все натуральные числа, начиная с некоторого, содержатся в
последовательности Γf

τ,β, то наряду с неравенством (1.40) при всех до-
статочно больших n ∈ Γf

N (и соответствующих им индексах n∗) имеет
место неравенство

{f}n,τ ≤ Nuf
n,β ≤ Nuf

n∗,βeNτ ≤ NCβeNτ{f}
∣∣N
n∗ = NCβeNτ |f |n .

Из этого неравенства и равенства (1.36) получаем равенство

lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

|fn| = 0 , q ∈ Z . (1.42)

Заметим, что Λj(θ/2) ∩ Γf
N – бесконечная подпоследовательность нату-

ральных чисел. Это следует из того, что разность между двумя после-
довательными числами из Γf

N меньше или равна N , а подпоследователь-
ность Λj(θ/2) вместе с каждым натуральным n ∈ Λj содержит и целый
отрезок

[
n− [θn/2], n + [θn/2]

]
, где limn→∞ θn = ∞.
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Предположим, что Nj = 0. Тогда |[fβj ]n|
|fn| = 1, что противоречит ра-

венству (1.42) при q = 0. Таким образом Nj ≥ 1, j = 1, . . . , k, и следова-
тельно, утверждение 1◦ леммы 1 доказано.

Докажем утверждения 3◦ и 2◦ леммы. Из неравенства (1.26) (приме-
нительно к многочлену βj) следует, что |fn| ≤ {f}

∣∣Nj

n
≤ Nju

f
n,βj

. Поэтому
равенство (1.42) влечет за собой и равенства

lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

{f}
∣∣Nj

n

= lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

uf
n,βj

= 0 , q ∈ Z . (1.43)

Из равенств (1.43) при q = Nj и леммы 1.1.1 получаем равенство

limn∈Λj(θ/2)∩Γf
N

uf
n+1,βj

uf
n,βj

= 1. Из этого равенства и равенств (1.43) получаем
равенство

lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

uf
n+1,βj

= 0 , q ∈ Z . (1.44)

Точно так же из этого равенства при q = Nj + 1 и леммы 1.1.1 получаем
равенства

lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

uf
n+2,βj

uf
n+1,βj

= 1 и lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

uf
n+2,βj

= 0 , q ∈ Z .

Рассуждая далее аналогичным образом, последовательно при r = 0, . . . , N−
1 получим равенства

lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

uf
n+r+1,βj

uf
n+r,βj

= 1 и lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

uf
n+r+1,βj

= 0 , q ∈ Z .

Отсюда с учетом неравенства (1.27) имеем равенства

lim
n∈Λj(θ/2)∩Γf

N

[fβj]n+q

{f}∣∣Nj

n+r

= 0 , q ∈ Z , r = 0, . . . , N .

Так как разность между двумя последовательными числами из Γf
N мень-

ше или равна N , то совокупность полученных при r = 0, . . . , N равенств
можно переписать в виде единых равенств

lim
n∈Λj(θ/2)

uf
n+1,βj

uf
n,βj

= 1 , (1.45)
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lim
n∈Λj(θ/2)

[fβj]n+q

{f}
∣∣Nj

n

= 0 , q ∈ Z .

Последнее равенство при q = Nj совпадает с равенством (1.18). Таким
образом утверждение 3◦ леммы доказано.

Из неравенства (1.26) (применительно к многочлену βj), равенства
(1.45) и неравенства (1.27) при всех достаточно больших n ∈ Λj(θ/2)
следует неравенство

{f}
∣∣N
n

= max
0≤i≤N−Nj

{f}
∣∣Nj

n+i
≤ Nj max

0≤i≤N−Nj

uf
n+i,βj

≤

2Nju
f
n,βj

≤ 2NjCβj
{f}

∣∣Nj

n
. (1.46)

Из неравенства (1.40) (которое, как уже отмечалось, имеет место при
всех достаточно больших n) и неравенства (1.46), получаем утвержде-
ние 2◦ леммы при 0 < τ ≤ τ0. Так как {f}n,τ убывает с ростом τ , то
утверждение 2◦ леммы верно при всех τ > 0.

Докажем теперь утверждение 5◦. Пусть функция f голоморфна в
области D ⊃ {|z| < 1}. С.Агмон [37] доказал, что существуют подпо-
следовательность Γ натуральных чисел и последовательность {Fn}∞n=0

положительных чисел такие, что

|fn| ≤ C2Fn (n = 0, 1, . . . ), Fn ≤ C3|fn| (n ∈ Γ), lim
n→∞

Fn+1/Fn = 1

(1.47)
и для любого компакта K ⊂ D

max
z∈K

∣∣Fn(z)
∣∣ ≤ C(K) , n = 0, 1, . . . , (1.48)

где Fn(z) - голоморфные в области D функции, определяемые в круге
|z| < 1 равенством Fn(z) =

∑∞
q=0

fn+qzq

Fn
, постоянная C(K) зависит от

компакта K и не зависит от n.
Из определения величин {f}

∣∣N
n
, условий (1.47) и неравенств (1.26)–

(1.27) следует, что при всех достаточно больших n (n ≥ n0) имеют место
неравенства

{f}
∣∣N
n
≤ C2{F}

∣∣N
n
≤ 2C2Fn , uf

n,β ≤ 2C2CβFn , (1.49)

а при n ∈ Γ – неравенства Fn ≤ NC3u
f
n,β. Поэтому, переходя в случае

необходимости к подпоследовательности Γ∗ ⊂ Γ, можно считать, что
существуют пределы

lim
n∈Γ∗

uf
n,i,β

Fn

= wf
i,β , i = 1, . . . , N , (1.50)
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причем хотя бы один из пределов отличен от 0.
Из следствия леммы 1.1.1 (равенств (1.24)–(1.25)), равенства (1.38)

и первого из неравенств (1.49) при всех фиксированных q ∈ Z имеем
равенства

lim
n→∞

uf
n+q,i,β − λ−q

i uf
n,i,β

Fn

= 0 , i = 1, . . . , N .

Просуммировав полученные равенства по i от 1 до N и заметив, что∑N
i=1 uf

n+q,i,β = fn+q (по определению (1.20) величин uf
n+q,i,β), получим

равенство

lim
n→∞

fn+q −
∑N

i=1 λ−q
i uf

n,i,β

Fn

= 0 , q ∈ Z .

Из этого равенства и равенств (1.50) получаем равенство

lim
n∈Γ∗

fn+q

Fn

=
N∑

i=1

λ−q
i wf

i,β , q ∈ Z . (1.51)

Пусть wf
i0,β 6= 0, где 1 ≤ i0 ≤ N . Покажем, что точка z = λi0 являет-

ся особой точкой функции f . Предположим противное. Тогда найдется
компакт K ⊂ D, содержащий отрезок [0, λi0 ] вместе с некоторой его
окрестностью. Так как имеет место неравенство (1.48), то из последо-
вательности функций Fn(z), n ∈ Γ∗, можно выбрать равномерно сходя-
щуюся на K подпоследовательность. Пусть limn∈Γ̃ Fn(z) = F (z), Γ̃ ⊆ Γ∗.
Очевидно, что maxz∈K |F (z)| ≤ C(K). С другой стороны, из определения
функций Fn(z) и равенства (1.51) следует, что в некоторой окрестности
точки z = 0 имеет место равенство

F (z) = lim
n∈Γ̃

∞∑
q=0

fn+q

Fn

zq =
∞∑

q=0

N∑
i=1

λ−q
i wf

i,βzq =
N∑

i=1

wf
i,β

λi

λi − z
. (1.52)

В силу аналитичности функций, стоящих в левой и правой частях это-
го равенства, равенство должно выполняться и при всех z ∈ K, что
невозможно, так как функция F (z) ограничена на K, а функция, стоя-
щая в правой части равенства (1.52), неограничена в окрестности точки
z = λi0 . Полученное противоречие показывает, что точка z = λi0 яв-
ляется особой точкой функции f . Таким образом лемма 1.1 полностью
доказана. £

Первые три утверждения теоремы 1 при m = 1 совпадают с предло-
жением 4 и являются частным случаем k = 1 леммы 1.1. Равенства (0.15)
в четвертом утверждении теоремы 1 при m = 1 тривиальны. Равенства
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(0.13) будут получены в следующем параграфе, однако их нетрудно по-
лучить и из равенств (0.15). Таким образом, теорема 1 при m = 1 дока-
зана.

1.2.3 Доказательство основной теоремы при m > 1

Докажем теорему 1 при m > 1 сначала в предположении, что

R0(f) = · · · = Rm−1(f) = 1 . (1.53)

В этом случае кольцо Tδ,m(f) совпадает с кольцом Tδ = {e−δ ≤ |z| ≤ eδ}.
Введем дополнительно следующие обозначения и определения.

Hl,τ - множество l-мерных вектор функций
−→
Ψ l = (Ψl,1, . . . , Ψl,l) таких,

что все их координаты Ψl,1, . . . , Ψl,l являются голоморфными функци-
ями в некоторой окрестности кольца Tτ . Через

−→
Ψ l,j будем обозначать

(l−1)-мерную вектор функцию, получаемую из вектор функции
−→
Ψ l вы-

черкиванием ее j-й координаты.
Если

−→
Ψ l ∈ Hl,τ и

−→
Φ k ∈ Hk,τ , то через

−→
Ψ l ⊕ −→

Φ k будем обозначать
(l + k)-мерную вектор функцию, первые l координат которой совпада-
ют с координатами вектор функции

−→
Ψ l, а последние k координат – с

координатами вектор функции
−→
Φ k.

Через W (z1, . . . , zl), как и ранее, будем обозначать определитель Ван-
дермонда точек z1, . . . , zl. Если все точки z1, . . . , zl лежат в кольце Tτ и−→
Ψ l ∈ Hl,τ , то положим

W
−→
Ψ l(z1, . . . , zl) = det

(−→
Ψ l,j(zi)

)
i,j=1,...,l

. (1.54)

Очевидно, что W (z1, . . . , zl) = W
−→
E l(z1, . . . , zl), где

−→
E l - вектор функция,

координаты которой равны 1, z, z2, . . . , zl−1. Положим

V
−→
Ψ l(z1, . . . , zl) =

W
−→
Ψ l(z1, . . . , zl)

W (z1, . . . , zl)
. (1.55)

Обратим внимание на то, что в случае, когда среди точек z1, . . . , zl име-
ются равные, числитель и знаменатель дроби, стоящей в правой части
равенства (1.55), обращается в ноль, и в этом случае дробь определяется
по непрерывности.

Если
−→
Ψ 2l =

−→
Φ l ⊕−→χ l ∈ H2l,τ , то положим

V
−→
Ψ2l(z1, . . . , zl) = V

−→
Φ l(z1, . . . , zl)× V

−→χ l(z1, . . . , zl) .
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Пусть λ1, . . . , λN - нули фиксированного многочлена β ∈ ΥN , фигури-
рующего в формулировке леммы 1.1 (напомним, что эти нули простые и
по модулю равны 1), i1, . . . , il - набор натуральных чисел, принимающих
значения 1, . . . , N . Для краткости положим

Wi1,...,il = W (λi1 , . . . , λil) , W
−→
Ψ l
i1,...,il

= W
−→
Ψ l(λi1 , . . . , λil) ,

V
−→
Ψ l

i1,...,il
= V

−→
Ψ l(λi1 , . . . , λil) , V

−→
Ψ2l

i1,...,il
= V

−→
Ψ2l(λi1 , . . . , λil) , (1.56)

W
−→
Ψ l+1

i1,...,il
(z) = W

−→
Ψ l+1(λi1 , . . . , λil ,

z

λi1 . . . λil

) ,

V
−→
Ψ l+1

i1,...,il
(z) =

W
−→
Ψ l+1

i1,...,il
(z)

W
−→
E l+1

i1,...,il
(z)

, V
−→
Ψ l+1⊕

−→
Φ l+1

i1,...,il
(z) = V

−→
Ψ l+1

i1,...,il
(z)V

−→
Φ l+1

i1,...,il
(z) . (1.57)

Легко видеть, что W
−→
Ψ l+1

i1,...,il
(z) ∈ Hτ и V

−→
Ψ l+1

i1,...,il
(z) ∈ Hτ , если

−→
Ψ l+1 ∈ Hl+1,τ .

Положим также

f
−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

l,n = det
(
[fΨl,iΦl,j]n

)
i,j=1,...,l

, f
−→
Ψ l
l,n = f

−→
Ψ l⊕

−→
E l

l,n , fl,n = f
−→
E l
l,n , (1.58)

F
−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

l,n =
f
−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

l,n

fl,n

, F
−→
Ψ l
l,n =

f
−→
Ψ l
l,n

fl,n

.

Обратим внимание на то, что определители V
−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

i1,...,il
и f

−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

l,n линейно
зависят от каждой из координат вектор функций

−→
Ψ l и

−→
Φ l, не меняют

своего значения при перестановке
−→
Ψ l и

−→
Φ l и обращаются в ноль, если

координаты вектор функции
−→
Ψ l (или

−→
Φ l) линейно зависимы.

Обозначим через Pl множество l-мерных вектор функций вида
−→
P l(z) =

(zp1 , . . . , zpl), где pj ∈ Z, j = 1, . . . , l. Заметим, что Pl ⊂ Hl,τ при лю-
бом τ > 0. В дальнейшем там, где это не будет вызывать недоразуме-
ний, будем отождествлять вектор функцию

−→
P l(z) = (zp1 , . . . , zpl) ∈ Pl

с вектором
−→
P l = (p1, . . . , pl). В частности, вектор функция

−→
E l(z) =

(1, z1, . . . , zl−1) отождествляется с вектором
−→
E l = (0, 1, . . . , l − 1). Таким

образом множество Pl будем рассматривать и как множество l-мерных
векторов с целочисленными координатами. В соответствии с указанной
договоренностью при

−→
P l = (p1, . . . , pl) ∈ Pl и

−→
Q l = (q1, . . . , ql) ∈ Pl будем

использовать следующие обозначения

f
−→
P l⊕

−→
Q l

l,n = det(fn−ps−qt)s,t=1,...,l , f
−→
P l
l,n = f

−→
P l⊕

−→
E l

l,n = det(fn−ps−t+1)s,t=1,...,l ,
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W
−→
P l
i1,...,il

= det
(
λps

it

)
s,t=1,...,l

, V
−→
P l

i1,...,il
=

W
−→
P l
i1,...,il

Wi1,...,il

, V
−→
P l⊕

−→
Q l

i1,...,il
= V

−→
P l

i1,...,il
V
−→
Q l

i1,...,il
.

(1.59)
Кроме того, положим

(fl)(z) =
∞∑

n=−∞
fl,nz

n . (1.60)

В частности, имеем (f1)(z) =
∑∞

n=−∞ f1,nzn =
∑∞

n=−∞ fnzn = f(z).
При

−→
Ψ l ∈ Hl,τ положим

‖−→Ψ l‖τ =
l∏

j=1

‖Ψl,j‖τ =
l∏

j=1

max
z∈Tτ

|Ψl,j(z)| .

При
−→
P l ∈ Pl это равенство можно переписать в виде равенства

‖−→P l‖τ =
l∏

j=1

‖zpj‖τ =
l∏

j=1

max
z∈Tτ

|zpj | =
l∏

j=1

eτ |pj | = eτ |−→P l| , (1.61)

где |−→P l| = |p1|+· · ·+|pl|. Из равенства (1.61) очевидным образом следует
равенство

‖−→P l‖τ1+τ2 = ‖−→P l‖τ1 × ‖
−→
P l‖τ2 . (1.62)

Если
−→
Ψ l ∈ Hl,τ , то из неравенств Коши (1.9) имеем неравенство

∣∣[Ψl,1]p1 . . . [Ψl,l]pl

∣∣ ≤ ‖Ψl,1‖τe
−τ |p1| . . . ‖Ψl,l‖τe

−τ |pl| = ‖−→Ψ l‖τe
−τ |(p1,...,pl)| .

(1.63)
Для всякой величины R

−→
P l , зависящей от вектора

−→
P l ∈ Pl, введем

следующее обозначение

¹ R? ¼l,τ= sup
−→
P l∈Pl

∣∣R−→
P l

∣∣
‖−→P l‖τ

. (1.64)

Легко видеть, что величины ¹ R? ¼l,τ убывают при возрастании пара-
метра τ .

Заметим, что ¹ f ?
1,n ¼1,τ= supp∈P1

|f p
1,n|e−τ |p| = supp∈P1

|fn−p|e−τ |p|,
т.е. величина ¹ f ?

1,n ¼1,τ совпадает с ранее введенной величиной {f}n,τ .

Дополним лемму 1.1 из предыдущего параграфа следующей леммой
1.2. При этом, начиная с этого момента, для упрощения записи пере-
станем нумеровать постоянные C(τ), понимая под равенствами C(τ) +
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C(τ) = C(τ) и C(τ)×C(τ) = C(τ) тот факт, что сумма или произведение
двух постоянных равны новой третьей постоянной.

Лемма 1.2. Пусть имеют место предположения и обозначения
леммы 1.1, τ > 0 и пусть {εn,j}n∈Λj(θ)

– последовательности неот-
рицательных чисел такие, что limn∈Λj(θ)

εn,j = 0, 1 ≤ j ≤ k. Тогда
каждую подпоследовательность Λj можно разбить на конечное число
подпоследовательностей, а именно, Λj = ∪Nj

l=1 ∪1≤i1<···<il≤Nj
Λj,i1,...,il и

указать θ
∗ ∈ Θ так, что имеют место неравенства

¹ f ?
r,n ¼2r,τ≤ C(τ){(fr)}

∣∣(l
r)

n
, n ∈ Λj,i1,...,il(θ

∗
) , r = 1, . . . , l , (1.65)

где (l
r) = l!

r!(l−r)!
, и равенства

lim
n∈Λj,i1,...,il

(θ
∗
)

εn,j{f}r
n,τ

{(fr)}
∣∣(l

r)

n

= 0 , r = 1, . . . , l , (1.66)

lim
n∈Λj,i1,...,il

(θ
∗
)
¹ F ?

l,n − V ?
i1,...,il

¼2l,τ= 0 . (1.67)

Доказательству леммы 1.2 предпошлем несколько простых утвер-
ждений, которые для удобства последующих ссылок выделим в виде
самостоятельных лемм.

Лемма 1.2.1. При всех
−→
P l ∈ Pl имеют место неравенства

∣∣W
−→
P l
i1,...,il

∣∣ ≤ C ,
∣∣V

−→
P l

i1,...,il

∣∣ ≤ C , ¹ W ?
i1,...,il

¼l,τ≤ C . (1.68)

Действительно, непосредственно из первого из равенств (1.59) видно,
что каждый элемент определителя W

−→
P l
i1,...,il

по модулю равен 1. Поэтому∣∣W
−→
P l
i1,...,il

∣∣ ≤ l! при всех
−→
P l ∈ Pl. Второе неравенство следует из первого

и отличия от нуля определителей Вандермонда Wi1,...,il , 1 ≤ i1 < · · · <
il ≤ N . Третье неравенство следует из первого, определения величины
¹ W ?

i1,...,il
¼l,τ и неравенства ‖−→P l‖τ ≥ 1. £

Лемма 1.2.2. Пусть величины R
−→
Ψ l линейно и непрерывно зависят

от координат вектор функции
−→
Ψ l. Тогда имеют место неравенства

¹ R? ¼l,τ≤ sup
−→
Ψ l∈Hl,τ

∣∣R−→
Ψ l

∣∣
‖−→Ψ l‖τ

≤ C(τ) ¹ R? ¼l,τ/2 . (1.69)

52



Действительно, так как Pl ⊂ Hl,τ при любом τ > 0, то первое из
неравенств (1.69) тривиально. С другой стороны, раскладывая каждую
координату вектор функции

−→
Ψ l в ряд Лорана Ψl,j(z) =

∑∞
pj=−∞[Ψl,j]pj

zpj

(j = 1, . . . , l) и учитывая линейную зависимость величины R
−→
Ψ l от коор-

динат вектор функции
−→
Ψ l, из неравенств (1.63) и равенств (1.61)–(1.62)

получаем неравенство

∣∣R
−→
Ψ l

∣∣ =
∣∣

∞∑
p1=−∞

· · ·
∞∑

pl=−∞
[Ψl,1]p1 . . . [Ψl,l]pl

R(zp1 ,...,zpl )
∣∣ ≤

∑
−→
P l∈Pl

‖−→Ψ l‖τe
−τ |−→P l|∣∣R

−→
P l

∣∣ = ‖−→Ψ l‖τ

∑
−→
P l∈Pl

‖−→P l‖−2
τ/2|R

−→
P l| ≤

‖−→Ψ l‖τ ¹ R? ¼l,τ/2

∑
−→
P l∈Pl

‖−→P l‖−1
τ/2 .

Разделив это неравенство на ‖−→Ψ l‖τ и взяв верхнюю грань по всем
−→
Ψ l ∈

Hl,τ , получим второе из неравенств (1.69), где

C(τ) =
∑
−→
P l∈Pl

‖−→P l‖−1
τ/2 =

∑
−→
P l∈Pl

e−|
−→
P l|τ/2 . £

Лемма 1.2.3.Пусть limn∈Λ ¹ R?
n−R? ¼l,τ= 0,

−→
Ψn

l ∈ Hl,2τ , limn∈Λ
−→
Ψn

l =−→
Ψ l равномерно (по каждой координате) в кольце T2τ и limn∈Λ R

−→
Ψn

l =

R
−→
Ψ l. Тогда имеют место равенства

lim
n∈Λ

R
−→
Ψn

l
n = R

−→
Ψ l . (1.70)

Действительно, заметим, что

∣∣R
−→
Ψn

l
n −R

−→
Ψ l

∣∣ ≤
∣∣R

−→
Ψn

l
n −R

−→
Ψn

l

∣∣ +
∣∣R

−→
Ψn

l −R
−→
Ψ l

∣∣ ≤

sup
−→
Φ l∈Hl,2τ

∣∣R−→
Φ l
n −R

−→
Φ l

∣∣
‖−→Φ l‖2τ

∥∥−→Ψn
l

∥∥
2τ

+
∣∣R

−→
Ψn

l −R
−→
Ψ l

∣∣ . (1.71)

Второе слагаемое в правой части неравенства (1.71) стремится к нулю
при n ∈ Λ по предположению леммы.

Так как вектор функции
−→
Ψn

l покоординатно равномерно сходятся
к вектор функции

−→
Ψ l в кольце T2τ , то величины ‖−→Ψn

l ‖2τ ограничены
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не зависящей от n постоянной. Кроме того, из леммы 1.2.2 (второго из
неравенств (1.69)) и предположения леммы имеем равенство

lim
n∈Λ

sup
−→
Φ l∈Hl,2τ

∣∣R−→
Φ l
n −R

−→
Φ l

∣∣
‖−→Φ l‖2τ

= lim
n∈Λ

¹ R?
n −R? ¼l,τ= 0 .

Поэтому и первое слагаемое в правой части неравенства (1.71) стремится
к нулю при n ∈ Λ. Таким образом неравенство (1.71) влечет за собой
равенство (1.70). £

Лемма 1.2.4. Пусть limn∈Λ ¹ R?
n−R? ¼l,τ= 0, ¹ R? ¼l,τ≤ C и R

−→
Q l 6= 0

при некотором
−→
Q l ∈ Pl. Тогда limn∈Λ ¹ R?

n

R
−→
Ql
n

− R?

R
−→
Ql

¼l,τ= 0.

Действительно, из первого из условий леммы следует, в частности,
равенство limn∈Λ R

−→
Q l
n = R

−→
Q l . Отсюда с учетом последнего условия лем-

мы имеем неравенство |R−→
Q l
n | ≥ C при всех достаточно больших n ∈ Λ.

Поэтому с учетом второго условия леммы утверждение леммы следует
из очевидного неравенства

¹ R?
n

R
−→
Q l
n

− R?

R
−→
Q l

¼l,τ≤ ¹ R?
n −R? ¼l,τ

|R
−→
Q l
n |

+ ¹ R? ¼l,τ

∣∣∣∣
R
−→
Q l −R

−→
Q l
n

R
−→
Q l
n R

−→
Q l

∣∣∣∣ . £

Доказательство леммы 1.2. Из неравенств (1.14), (1.13), (1.17) и
(1.26) при всех n ∈ Λj(θ/2), p ∈ Z получаем неравенство

{f}
∣∣n+p+Nj+1

n+p
≤ eNjτ/2{f}n+p,τ/2 ≤ e(Nj+|p|)τ/2{f}n,τ/2 ≤

e(Nj+|p|)τ/2C(τ/2){f}
∣∣Nj

n
≤ C(τ/2)e(Nj+|p|)τ/2Nju

f
n,βj

. (1.72)

Покажем, что при всех τ > 0 имеет место равенство

lim
n∈Λj(θ/4)

ξn,j(τ) = 0 , (1.73)

где

ξn,j(τ) = (uf
n,βj

)−1 sup
p∈Z

e−τ |p|
Nj∑
i=1

|uf
n+p,i,βj

− λ−p
i uf

n,i,βj
| .

С этой целью положим κj,n =
({f}

∣∣Nj+1

n

)−1∣∣[fβj]n+Nj

∣∣. Из следствия лем-
мы 1.1.1.(равенства (1.24)) и неравенства (1.72) следует, что при всех
n ∈ Λj(θ/2) и всех p ∈ N имеют место неравенства

(uf
n,βj

)−1

Nj∑
i=1

|uf
n+p,i,βj

− λ−p
i uf

n,i,βj
| ≤
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Nj∑
i=1

|di,βj
|

p∑
r=1

∣∣[fβj]n+Nj+r−1

∣∣
{f}

∣∣n+r+Nj+1

n+r

{f}
∣∣n+r+Nj+1

n+r

uf
n,βj

≤ C(τ)epτ/2

p∑
r=1

κj,n+r−1 .

Аналогичным образом, используя в следствии леммы 1.1.1 вместо ра-
венства (1.24) равенство (1.25), получим неравенство

(uf
n,βj

)−1

Nj∑
i=1

|uf
n−p,i,βj

− λp
i u

f
n,i,βj

| ≤ C(τ)epτ/2

p∑
r=1

κj,n−r .

Следовательно,

ξn,j(τ) ≤ C(τ) sup
p∈Z

e−|p|τ/2
∑

|r|≤|p|
κj,n+r ≤ C(τ) sup

p∈Z
e−|p|τ/2(2|p|+1) max

|r|≤|p|
κj,n+r .

(1.74)
Из равенства (1.18) леммы 1.1 следует, что limn∈Λj(θ/2) κj,n = 0. Кроме

того, при всех n ∈ N имеют место неравенства

κj,n ≤
({f}∣∣Nj+1

n

)−1

∣∣∣∣
Nj∑
r=0

[βj]rfn+Nj−r

∣∣∣∣≤ B , где B =
N∑

r=0

∣∣[βj]r
∣∣ .

Поэтому, учитывая ограниченность величины supp∈Z e−|p|τ/2(2|p|+1),
из неравенства (1.74) получаем неравенство

ξn,j(τ) ≤ C(τ) max

{
sup
|p|≤ρn

e−|p|τ/2(2|p|+1) max
|r|≤ρn

κj,n+r, sup
|p|>ρn

e−|p|τ/2(2|p|+1)B

}
≤

C(τ) max

{
max
|r|≤ρn

κj,n+r, sup
|p|>ρn

e−|p|τ/2|p|
}

,

где ρn – произвольные натуральные числа. Выберем числа ρn таким об-
разом, чтобы {ρn}∞n=1 ∈ Θ и n + r ∈ Λj(θ/2) при всех n ∈ Λj(θ/4),
|r| ≤ ρn. Тогда правая часть полученного неравенства стремится к нулю
при n ∈ Λj(θ/4). Таким образом равенство (1.73) доказано.

Введем в рассмотрение ряд Лорана gj(z) =
∑∞

n=−∞ gn,jz
n, где gn,j =

max{ξn,j(τ), ε
1/Nj

n,j , 1
n
}, если n ∈ Λj(θ/4), и gn,j = 1

|n|+1
, если n ∈ Z \

Λj(θ/4). Тогда gj(z) ∈ L и limn→∞ gn,j = 0. Положим ηn,j = {gj}n,τ .
Тогда limn→∞ ηn,j = 0 и имеют место неравенства ηn,j ≥ gn,j ≥ ε

1/N
n,j при

n ∈ Λj(θ/4),

e−τ |p|ηn,j ≤ ηn+p,j ≤ eτ |p|ηn,j , n, p ∈ Z , (1.75)
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e−τ |p||uf
n+p,i,βj

− λ−p
i uf

n,i,βj
| ≤ ξn,j(τ)uf

n,βj
≤ ηn,ju

f
n,βj

, n ∈ Λj(θ/4) , p ∈ Z .

(1.76)
Положим θ∗n,j = min{ θn

4
,− ln ηn,j

2τN
}. Тогда {θ∗n,j}∞n=1 ∈ Θ. В силу опреде-

ления числа θ∗n,j при |p| ≤ θ∗n,j имеем неравенство eτ |p| ≤ η
− 1

2N
n,j . Поэтому

из неравенства (1.75) следует неравенство

η
1+ 1

2N
n,j ≤ ηn+p,j ≤ η

1− 1
2N

n,j , n ∈ N , |p| ≤ θ∗n,j , (1.77)

а из неравенства (1.76) - неравенства

|uf
n+p,i,βj

− λ−p
i uf

n,i,βj
| ≤ η

1− 1
2N

n,j uf
n,βj

, n ∈ Λj(θ/4) , i = 1, . . . , N , |p| ≤ θ∗n,j .

(1.78)
Из последнего неравенства имеем неравенство

(1− η
1− 1

2N
n,j )uf

n,βj
≤ uf

n+p,βj ≤ (1 + η
1− 1

2N
n,j )uf

n,βj
, n ∈ Λj(θ/4) , |p| ≤ θ∗n,j ,

а следовательно (так как limn→∞ ηn,j = 0), и неравенство

1

2
uf

n,βj
≤ uf

n+p,βj
≤ 2uf

n,βj
, n ∈ Λj(θ/4) , n ≥ n0 , |p| ≤ θ∗n,j . (1.79)

Для упрощения дальнейшей записи фиксируем индекс j, 1 ≤ j ≤ k,
и зависимость рассматриваемых величин от j, βj и f будем опускать.
Поставим в соответствие каждому индексу n ∈ Λ(θ/4) = Λj(θ/4) нату-
ральное число l(n) ∈ {1, . . . , N} (N = Nj) следующим образом. Пусть
ũn,1, . . . , ũn,N = ũn,1,βj

, . . . , ũn,Nj ,βj
- перестановка чисел un,1, . . . , un,N , упо-

рядочивающая их в порядке убывания un = ũn,1 ≥ ũn,2 ≥ · · · ≥ ũn,N .
Если ũn,2 < η

1
N
n un, то l(n) = 1. Если ũn,2 ≥ η

1
N
n un, а ũn,3 < η

2
N
n un, то

l(n) = 2 и т.д., если ũn,N−1 ≥ η
N−2

N
n un, а ũn,N < η

N−1
N

n un, то l(n) = N − 1.

В оставшемся случаем имеем ũn,N ≥ η
N−1

N
n un и полагаем l(n) = N .

Пусть 1 ≤ l ≤ N , 1 ≤ i1 < · · · < il ≤ N . Обозначим через Λi1,...,il под-
последовательность, состоящую из натуральных чисел n ∈ Λ таких, что
l(n) = l, а набор чисел un,i1 , . . . , un,il после его перестановки в порядке
убывания совпадает с набором ũn,1, . . . , ũn,l. Заметим, что таким образом
последовательность Λ разбивается на конечное число непересекающихся
подпоследовательностей Λi1,...,il . Оставим для дальнейших рассуждений
только те из подпоследовательностей Λi1,...,il , которые содержат беско-
нечное число членов.

Заметим, что подпоследовательность Λi1,...,il такова, что величины
un,i1 , . . . , un,il с одной стороны "значительно"превосходят по модулю ве-
личины un,is , is ∈ {1, . . . , N}\{i1, . . . , il}, а с другой стороны "не слишком
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малы"по сравнению с величиной un. Покажем, что это же высказывание
верно не только для подпоследовательности Λi1,...,il , но и для подпосле-
довательности Λi1,...,il(θ

∗
). Точнее, положим

Ai1,...,il
n = min

i∈{i1,...,il}
|un,i| , Bi1,...,il

n = max
i∈{1,...,N}\{i1,...,il}

|un,i| (1.80)

и покажем, что имеют место неравенства

Bi1,...,il
n ≤ 4η

1
2N+1
n Ai1,...,il

n , n ∈ Λi1,...,il(θ
∗
) , (1.81)

Ai1,...,il
n ≥ 1

4
η

1− 1
2N−1

n un , n ∈ Λi1,...,il(θ
∗
) . (1.82)

Непосредственно из определения последовательностей Λi1,...,il следу-

ет, что при n ∈ Λi1,...,il имеют место неравенства ũn,l ≥ η
l−1
N

n un и ũn,l+1 <

η
l

N
n un, из которых следуют неравенства

Bi1,...,il
n = ũn,l+1 < η

1
N
n ũn,l = η

1
N
n Ai1,...,il

n , (1.83)

Ai1,...,il
n = ũn,l ≥ η

1− 1
N

n un . (1.84)

Пусть i0(n) ∈ {i1, . . . , il} - индекс такой, что Ai1,...,il
n = |un,i0(n)|. Тогда

из неравенства (1.78) (в котором зависимость от j и βj по договоренности
следует опустить) и неравенства (1.84) при достаточно больших n ∈
Λi1,...,il и |p| ≤ θ∗n получаем неравенство

Ai1,...,il
n+p = |un+p,i0(n+p)| ≥ |un,i0(n+p)| − η

1− 1
2N

n un ≥ Ai1,...,il
n − η

1− 1
2N

n un ≥

Ai1,...,il
n (1− η

1− 1
2N
−1+ 1

N
n ) = Ai1,...,il

n (1− η
1

2N
n ) ≥ 1

2
Ai1,...,il

n . (1.85)

Аналогично, пусть t0(n) ∈ {1, . . . , N} \ {i1, . . . , ij} - индекс такой, что
Bi1,...,il

n = |un,t0(n)|. Тогда из неравенств (1.78), (1.83) и (1.84) при n ∈
Λi1,...,il и |p| ≤ θ∗n получаем неравенство

Bi1,...,il
n+p = |un+p,t0(n+p)| ≤ |un,t0(n+p)|+ η

1− 1
2N

n un ≤ Bi1,...,il
n + η

1− 1
2N

n un ≤

η
1
N
n Ai1,...,il

n + η
1

2N
n Ai1,...,il

n ≤ 2η
1

2N
n Ai1,...,il

n . (1.86)

Из неравенств (1.86), (1.85) и (1.77) следует, что

Bi1,...,il
n+p ≤ 4η

1
2N
n Ai1,...,il

n+p ≤ 4η
1

2N+1

n+p Ai1,...,il
n+p , n ∈ Λi1,...,il , |p| ≤ θ∗n . (1.87)
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Из неравенств (1.85), (1.84), (1.79) и (1.77) следует, что

Ai1,...,il
n+p ≥ 1

2
η

1− 1
N

n un ≥ 1

4
η

1− 1
N

n un+p ≥ 1

4
η

1− 1
2N−1

n+p un+p , n ∈ Λi1,...,il , |p| ≤ θ∗n .

(1.88)
Легко видеть, что полученные неравенства (1.87) и (1.88) совпадают с
неравенствами (1.81) и (1.82).

Так как fn+p =
∑N

i=1 un+p,i (см. равенства (1.20)), то

fn+p −
∑

i∈{i1,...,il}
λ−p

i un,i =
N∑

i=1

(
un+p,i − λ−p

i un,i

)
+

∑

i/∈{i1,...,il}
λ−p

i un,i .

Отсюда, неравенства (1.76) и определения (1.80) величины Bi1,...,il
n при

n ∈ Λi1,...,il(θ
∗
) и p ∈ Z получаем неравенство

∣∣fn+p −
∑

i∈{i1,...,ij}
λ−p

i un,i

∣∣ ≤ Nηnuneτ |p| + (N − l)Bi1,...,il
n .

Отсюда и неравенств (1.82) и (1.81) получаем неравенство

∣∣fn+p −
∑

i∈{i1,...,il}
λ−p

i un,i

∣∣ ≤ 8Nη
1

2N+1
n Ai1,...,il

n eτ |p| , n ∈ Λi1,...,il(θ
∗
) , p ∈ Z .

(1.89)
Пусть

−→
P r = (p1, . . . , pr),

−→
Q r = (q1, . . . , qr), где r ≤ l. Заметим, что

det

( ∑

j∈{i1,...,il}
λ

(ps+qt)
j un,j

)

s,t=1,...,r

=

∑

j1∈{i1,...,il}
· · ·

∑

jr∈{i1,...,il}
det

(
λ

(ps+qt)
jt

un,jt

)
s,t=1,...,r

=

∑

j1∈{i1,...,il}
· · ·

∑

jr∈{i1,...,il}
un,j1 . . . un,jrλ

q1

j1
. . . λqr

jr
W

−→
P r
j1,...,jr

.

Так как определитель W
−→
P r
j1,...,jr

равен нулю, если среди индексов j1, . . . , jr

имеются равные, а при перестановке этих индексов умножается на 1,
если перестановка четна, и на −1, если перестановка нечетна, то

det

( ∑

j∈{i1,...,ij}
λ

(ps+qt)
j un,j

)

s,t=1,...,r

=
∑

un,j1 . . . un,jrW
−→
P r
j1,...,jr

W
−→
Qr

j1,...,jr
,

(1.90)
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где суммирование производится по всем индексам j1, . . . , jr, принимаю-
щим значения в {i1, . . . , il} и таким, что j1 < · · · < jr. При r ≤ l из
неравенства (1.89), равенства (1.90) и определения (1.80) величин Ai1,...,il

n

имеем неравенство

∣∣f−→P r⊕−→Qr
r,n −∑

un,j1 . . . un,jrW
−→
P r⊕−→Qr

j1,...,jr

∣∣
eτ(|−→P r|+|−→Qr|)

≤ Cη
1

2N+1
n max |un,j1 . . . un,jr | . (1.91)

Так как fr,n+p = f
(−p,−p+1,...,−p+r−1)
r,n , то отсюда, в частности, имеем нера-

венства
∣∣fr,n+p−

∑
un,j1 . . . un,jr(λj1 . . . λjr)

−pW 2
j1,...,jr

∣∣ ≤ Cη
1

2N+1
n max |un,j1 . . . un,jr | .

Из совокупности этих неравенств при p = 0, . . . , (l
r)− 1 следует, что

max |un,j1 . . . un,jr | ≤ C(τ) max
0≤p≤(l

r)−1
|fr,n+p| = C(τ){(fr)}

∣∣(l
r)

n
. (1.92)

Поэтому из неравенств (1.91) получаем неравенство

¹ f ?
r,n ¼2r,τ≤ C(τ){(fr)}

∣∣(l
r)

n

( ∑
¹ W ?

j1,...,jr
¼2r,τ +Cη

1
2N+1
n

)
.

По лемме 1.2.1 (см. последнее из неравенств (1.68)) отсюда получаем
неравенство ¹ f ?

r,n ¼2r,τ≤ C(τ){(fr)}
∣∣(l

r)

n
, совпадающее с неравенством

(1.65).
Из неравенства

{f}n,τ ≤ C(τ){f}∣∣N
n
≤ C(τ)un

(см. неравенства (1.17) и (1.26)), неравенств εn ≤ ηN
n при n ∈ Λ(θ/4),

r ≤ N и неравенства (1.84) имеем неравенство

εn{f}r
n,τ ≤ ηN

n (C(τ)un)r ≤ ηN
n

(
C(τ)η

1
N
−1

n Ai1,...,il
n

)r ≤ ηn

(
C(τ)Ai1,...,il

n

)r
.

(1.93)
Непосредственно из определения (1.80) величин Ai1,...,il

n и неравенства
(1.92) следует, что

(Ai1,...,il
n )r = min

j1∈{i1,...il}
|un,j1| . . . min

jr∈{i1,...il}
|un,jr | ≤

min
js∈{i1,...il}, j1<···<jr

|un,j1 . . . un,jr | ≤ C(τ){(fr)}
∣∣(l

r)

n
.
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Учитывая, что limn∈Λ(θ
∗
) ηn = 0, отсюда и неравенства (1.93) получаем

равенство (1.66).
Если r = l, то сумма и максимум, стоящие в неравенстве (1.91),

состоят из единственного элемента, соответствующего мультииндексу
{j1, . . . , jl} = {i1, . . . , il}. Следовательно, в этом случае неравенство (1.91)
имеет следующий вид

∣∣f
−→
P l⊕

−→
Q l

l,n − un,i1 . . . un,ilW
−→
P l⊕

−→
Q l

i1,...,il

∣∣ ≤ Cη
1

2N+1
n |un,i1 . . . un,il|eτ(|−→P l|+|

−→
Q l|) .

Поэтому

lim
n∈Λi1,...,il

(θ
∗
)
¹

f ?
l,n

un,i1 . . . un,il

−W ?
i1,...,il

¼2l,τ= 0 .

Отсюда по леммам 1.2.1 и 1.2.4 при R?
n =

f?
l,n

un,i1
...un,il

, R? = W ?
i1,...,il

и
−→
Q 2l =

−→
E l ⊕ −→

E l получаем равенство (1.67). Таким образом лемма 1.2
доказана. £

Дадим следующее определение.
Определение. Пусть f ∈ L, β(z) =

∏N
i=1(1−z/λi) ∈ ΥN , 1 ≤ k ≤ N .

Разбиение N = ∪N
l=k ∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il множества натуральных чисел

на непересекающиеся подпоследовательности Λi1,...,il будем называть τ -
разбиением k-го порядка, согласованным с рядом f и многочленом β,
если найдется θ ∈ Θ такая, что при всех l ≥ k, 1 ≤ i1 < · · · < il ≤ N
имеют место неравенства

¹ f ?
r,n ¼2r,τ≤ C(τ){(fr)}

∣∣(l
r)

n
, n ∈ Λi1,...,il(θ) , r = 1, . . . , l , (1.94)

и равенства
lim

n∈Λi1,...,il
(θ)

¹ F ?
l,n − V ?

i1,...,il
¼2l,τ= 0 . (1.95)

Замечание 1. Не теряя в общности, можно считать, что при всех l ≥ k,
1 ≤ i1 < · · · < il ≤ N подпоследовательность Λi1,...,il либо пуста, либо
содержит бесконечное число элементов. Пустые подпоследовательности
Λi1,...,il в дальнейших рассуждениях исключаются из рассмотрения.

Замечание 2. Из убывания по τ величины ¹ R? ¼2l,τ следует, что всякое
τ -разбиение является также и µ-разбиением при всех µ ≥ τ .

Если функции Ψ
n

2l ∈ H2l,2τ имеют равномерный (по каждой коорди-
нате) в кольце T2τ предел limn∈Λi1,...,il

(θ) Ψ
n

2l = Ψ2l, то из равенства (1.95)
с учетом леммы 1.2.3 имеем равенства

lim
n∈Λi1,...,il

(θ)
F

Ψ
n
2l

l,n = V Ψ2l
i1,...,il

. (1.96)

60



Как следствие лемм 1.1 и 1.2 (при k = 1) получаем, что условия
теоремы 1 при m = 1 влекут за собой существование τ -разбиения первого
порядка, согласованного с рядом f и многочленом β. Если при этом N =
1, то разбиение состоит из единственной последовательности Λi1 = N. В
этом случае равенства (1.96) совпадают с равенствами (0.13). Докажем,
что при m > 1 из предположений теоремы 1 следует существование
согласованного τ -разбиения m-го порядка.

Лемма 1.3. Пусть имеют место предположения теоремы 1 и до-
полнительное предположение (1.53), β – многочлен, построенный по
нулям функции α(z), лежащим на окружности T0. Тогда для всякого
τ > 0 существует τ -разбиение m-го порядка, согласованное с рядом f и
многочленом β.

Доказательству леммы 3 предпошлем несколько предварительных
утверждений, вытекающих из предположения о существовании τ -разбиения
k-го порядка, где k ≤ m, согласованного с рядом f и многочленом β.
При k < m эти утверждения будут использованы индуктивным образом
в процессе построения согласованного разбиения k + 1 порядка, а при
k = m дадут утверждения теоремы 1.

Лемма 1.3.1. Пусть N = ∪N
l=k∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il - τ -разбиение мно-

жества натуральных чисел k-го порядка, согласованное с рядом f ∈ L
и многочленом β(z) =

∏N
j=1(1− z/λj) ∈ ΥN . Тогда существуют много-

члены βn(z) =
∏N

j=1(1− z/λj,n) (n = 1, 2, . . . ) такие, что

lim
n→∞

βn(z) = β(z) (1.97)

и при всех n ∈ N имеют место равенства[
fβn

]
n+j

= 0 , j = 1, . . . , k . (1.98)

Доказательство леммы 1.3.1. Положим

Ql,n(z) =
(−1)l

fl,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣

fn fn−1 . . . fn−l

. . . . . . . . . . . .
fn−l+1 fn−l . . . fn−2l+1

1 z1 . . . zl

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.99)

Непосредственно из определения многочленов Ql,n(z) следует, что коэф-
фициент при свободном члене равен 1 и при j = 1, . . . , l имеют место
равенства

[f(z)Ql,n(z)]n−l+j =
(−1)l

fl,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣

fn fn−1 . . . fn−l

. . . . . . . . . . . .
fn−l+1 fn−l . . . fn−2l+1

fn−l+j fn−l+j−1 . . . fn−2l+j

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 . (1.100)
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Раскладывая определитель, стоящий в правой части равенства (1.99),
по последней строке и пользуясь равенством (1.96), получаем равенство

lim
n∈Λi1,...,il

(θ)
Ql,n(z) = lim

n∈Λi1,...,il
(θ)

l+1∑
r=1

(−1)r−1zr−1
f
−→
E l+1,r

l,n

fl,n−1

=

l+1∑
r=1

(−1)r−1zr−1(λi1 . . . λil)
−1V

−→
E l+1,r

i1,...,il
= Ṽi1,...,il(z) , (1.101)

где

Ṽi1,...,il(z) =
(−1)lW (λi1 , . . . , λil , z)

λi1 . . . λilWi1,...,il

=
l∏

j=1

(1− z/λij) .

Заметим, что многочлен Ṽi1,...,il(z) делит β(z). Таким образом β(z)

Ṽi1,...,il
(z)

- это многочлен степени N − l. Запишем этот многочлен в следующем
виде

β(z)

Ṽi1,...,il(z)
=

N−l∑
s=0

[
β(z)

Ṽi1,...,il(z)

]

s

zs (1.102)

и при всех n ∈ N положим

βn,i1,...,il(z) =
N−l∑
s=0

[
β(z)

Ṽi1,...,il(z)

]

s

zsQl,n−s+l(z) . (1.103)

Так как k ≤ l, то из равенств (1.103) и (1.100) при всех n ∈ N получаем
равенства

[fβn,i1,...,il ]n+j =
N−l∑
s=0

[
β(z)

Ṽi1,...,il(z)

]

s

[
fQl,n−s+l(z)

]

n−s+j

= 0, j = 1, . . . , k .

(1.104)
Кроме того, из равенств (1.103), (1.101) и (1.102) следует равенство

lim
n∈Λi1,...,il

βn,i1,...,il(z) =
N−l∑
s=0

[
β(z)

Ṽi1,...,il(z)

]

s

zsṼi1,...,il(z) = β(z) .

Так как правая часть этого равенства не зависит от l и i1, . . . , il, и так как
N = ∪N

l=k ∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il , то полагая βn = βn,i1,...,il , если n ∈ Λi1,...,il ,
последнее равенство можно переписать в виде равенства (1.97). Так как
при этом равенства (1.104) совпадают с равенствами (1.98), то тем самым
лемма 1.3.1 доказана. £
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Лемма 1.3.2. Пусть N = ∪N
l=k∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il - τ -разбиение мно-

жества натуральных чисел k-го порядка, согласованное с рядом f ∈ L
и многочленом β(z) =

∏N
i=1(1− λi/z) ∈ ΥN . Тогда имеют место равен-

ства

lim
n→∞

[
(fk)(z)

∏
1≤i1<···<ik≤N(z − λi1 . . . λik)

]
n

{(fk)}
∣∣(N

k )

n

= 0 , n ∈ N , (1.105)

lim
n∈(N\Λk)(θ/2)

[
(fk+1)(z)

∏
1≤i1<···<ik+1≤N(z − λi1 . . . λik+1

)
]
n

{(fk+1)}
∣∣( N

k+1)

n

= 0 , (1.106)

где Λk = ∪1≤i1<···<ik≤NΛi1,...,ik , θ ∈ Θ – последовательность, фигурирую-
щая в определении согласованного разбиения.

Доказательство леммы 1.3.2. Пусть βn(z) – многочлены, опре-
деленные в лемме 3.1 и пусть p2, . . . , pk - произвольные целые числа.
Заметим, что

N∑
r=0

[βn−k(z)]rf
(r,p2,...,pk)
k,n =

N∑
r=0

[βn−k(z)]r

∣∣∣∣∣∣

[f(z)zr]n fn−p2 . . . fn−pk

. . . . . . . . .
[f(z)zr]n−k+1 fn−k+1−p2 . . . fn−k+1−pk

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

[f(z)βn−k(z)]n fn−p2 . . . fn−pk

. . . . . . . . .
[f(z)βn−k(z)]n−k+1 fn−k+1−p2 . . . fn−k+1−pk

∣∣∣∣∣∣
= 0 , n ∈ N , (1.107)

так как первый столбец последнего определителя является нулевым в
силу равенств (1.98).

Рассмотрим два набора определителей {f (p1,...,pk)
k,n } и {f (p1,...,pk)

k,n+1 }, где
1 ≤ p1 < · · · < pk ≤ N , и заметим, что определители второго набора вы-
ражаются через определители первого при помощи следующей системы
равенств

f
(p1,...,pk)
k,n+1 = f

(p1−1,...,pk−1)
k,n , 2 ≤ p1 < · · · < pk ≤ N , (1.108)

f
(1,p2...,pk)
k,n+1 = f

(0,p2−1,...,pk−1)
k,n = −

N∑
r=1

[βn−k(z)]rf
(r,p2−1,...,pk−1)
k,n , (1.109)

1 = p1 < · · · < pk ≤ N . Действительно, равенства (1.108) и первое из
равенств (1.109) очевидным образом имеют место при всех целочислен-
ных p2, . . . , pk, а второе из равенств (1.109) следует из равенств (1.107)
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и равенства [βn−k(z)]0 = 1. При этом следует учесть, что определители,
стоящие в правой части равенства (1.109) либо с точностью до множи-
теля ±1 (в зависимости от четности перестановки, упорядочивающей
набор чисел (r, p2− 1, . . . , pk− 1) в порядке их возрастания) совпадают с
определителями рассматриваемого вида, либо равны 0, если r совпадает
с одним из чисел p2 − 1, . . . , pk − 1.

Заметим также, что коэффициенты в равенствах (1.108) постоянны, а
в равенствах (1.109) имеют в силу равенства (1.97) пределы limn→∞[βn−k]r =
[β]r, r = 0, . . . , N . Соответствующая предельная система рекуррентных
соотношений с постоянными коэффициентами имеет следующий вид

X
(p1,...,pk)
n+1 = X(p1−1,...,pk−1)

n , 2 ≤ p1 < · · · < pk ≤ N , (1.110)

X
(1,p2,...,pk)
n+1 = −

N∑
r=1

[β]rX
(r,p2−1,...,pk−1)
n , 1 = p1 < · · · < pk ≤ N . (1.111)

Заметим, что наборы {f (p1,...,pk)
k,n } и {X(p1,...,pk)

n }, 1 ≤ p1 < · · · < pk ≤ N ,
состоят из (N

k ) элементов. Заменяя индекс n в системах равенств (1.108)-
(1.109) и (1.110)-(1.111) последовательно на n, n + 1, . . . , n + (N

k ) − 1 и
исключая неизвестные из полученной совокупности равенств, получим
равенства

γ0,nf
(1,...,k)

k,n+(N
k )

+ γ1,nf
(1,...,k)

k,n+(N
k )−1

+ · · ·+ γ(N
k ),nf

(1,...,k)
k,n = 0 , n ∈ N , (1.112)

γ0Xn+(N
k ) + γ1Xn+(N

k )−1 + · · ·+ γ(N
k )Xn = 0 , n ∈ N , (1.113)

где Xn = X
(1,...,k)
n . Заметим, что коэффициенты соотношений (1.112)

имеют пределы limn→∞ γr,n = γr, r = 0, . . . , N(k). Многочлен γ(z) =∑(N
k )

r=0 γrz
r можно найти непосредственно, явно просчитав вышеизложен-

ную схему, но проще поступить следующим образом.
Нетрудно проверить, что при любых фиксированных индексах 1 ≤

i1 < · · · < ik ≤ N набор X
(p1,...,pk)
n ={(λi1 . . . λik)

−nW
(p1,...,pk)
i1,...,ik

}, 1 ≤ p1 <
· · · < pk ≤ N , является решением системы рекуррентных соотношений
(1.110)-(1.111). Действительно, равенства (1.110) тривиальным образом
выполняются для этого набора, а равенства (1.111) следуют из равенств
X

(1,p2,...,pk)
n+1 ={(λi1 . . . λik)

−nW
(0,p2−1,...,pk−1)
i1,...,ik

} и равенств

N∑
r=0

[β]rW
(r,p2−1,...,pk−1)
i1,...,ik

=
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N∑
r=0

[β]r

∣∣∣∣∣∣

λr
i1

λp2−1
i1

. . . λpk−1
i1

. . . . . . . . . . . .

λr
ik

λp2−1
ik

. . . λpk−1
ik

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

β(λi1) λp2−1
i1

. . . λpk−1
i1

. . . . . . . . . . . .

β(λik) λp2−1
ik

. . . λpk−1
ik

∣∣∣∣∣∣
= 0 ,

так как λi1 , . . . , λik – корни многочлена β(z).
Отсюда следует, что при любых фиксированных индексах 1 ≤ i1 <

· · · < ik ≤ N набор

{Xn}∞n=1 = {X(1,...,k)
n }∞n=1 = {(λi1 . . . λik)

−nW
(1,...,k)
i1,...,ik

}∞n=1

является решением разностного уравнения (1.113). Так как W
(1,...,k)
i1,...,ik

6= 0
при 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N , то это означает, что

γ0 + γ1(λi1 . . . λik) + · · ·+ γ(N
k )(λi1 . . . λik)

(N
k ) = 0 ,

т.е. произведение λi1 . . . λik является корнем многочлена γ(z) при любых
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N . Поэтому с точностью до постоянного отличного от
0 множителя имеет место равенство γ(z) =

∏
1≤i1<···<ik≤N(1−λi1 . . . λik/z)

в предположении, что (N
k ) чисел λi1 . . . λik попарно различны. Так как

коэффициенты непосредственно вычисляемого многочлена γ(z) непре-
рывно зависят от набора λi1 , . . . , λik , то это же равенство имеет место
и без этого предположения. Легко видеть, что равенства (1.112) - это
другая форма записи равенств (1.105).

Равенство (1.106) доказывается точно также, как и равенство (1.105),
если заметить, что при n ∈ (N\Λk)(θ/2) равенства (1.98) имеют место не
только при j = 1, . . . , k, но и при j = k + 1. Итак, лемма 1.3.2 доказана.
£

Основное содержание леммы 1.3.3 и ее следствия 1 составляют яв-
ные формулы, позволяющие представить определители f

−→
P 2k+2

k+1,n (k + 1)-
го порядка в виде линейной комбинации определителей fk+1,n+p (p ∈[ −

∣∣−→P 2k+2

∣∣,
∣∣−→P 2k+2

∣∣]) с коэффициентами, выражаемыми через отноше-
ния определителей k-го порядка.

Лемма 1.3.3. Пусть
−→
Ψ k+1,

−→
Φ k+1 ∈ Hk+1,τ и пусть

−→
Φ k =

−→
Φ k+1,k+1.

Имеют место следующие равенства

f
−→
Ψk+1⊕

−→
Φk+1

k+1,n =
k+1∑
j=1

(−1)k+1−j
f
−→
Ψk+1,j⊕

−→
Φk

k,n

f
−→
Φk
k,n

f
(
−→
E k⊕

−→
Ψk+1,j)⊕

−→
Φk+1

k+1,n , (1.114)

f
(0,...,k−1,p)⊕−→Φk+1

k+1,n =

p−k∑
r=0

f
−→
Φk
k,n

f
−→
Φk
k,n−r

f
(0,...,k−2,p−r−1)⊕−→Φk

k,n−r−1

f
−→
Φk
k,n−r−1

f
−→
Φk+1

k+1,n−r (p ≥ k) .

(1.115)

65



(Напомним, что вектор (0, . . . , k − 1, p) с целочисленными координа-
тами отождествляется с вектор функцией (z0, . . . , zk−1, zp)).

Доказательство леммы 1.3.3. Пусть ψ - произвольная функция
из Hτ . Из определения (1.58) и формулы разложения определителя по
последнему столбцу, получаем равенство

f
(
−→
E k⊕ψ)⊕−→Φk+1

k+1,n =

∣∣∣∣∣∣

[fΦk+1,1]n . . . [fΦk+1,1]n−k+1 [fψΦk+1,1]n
. . . . . . . . . . . .

[fΦk+1,k+1]n . . . [fΦk+1,k+1]n−k+1 [fψΦk+1,k+1]n

∣∣∣∣∣∣
=

k+1∑
j=1

(−1)k+1−jf
−→
Φk+1,j

k,n [fψΦk+1,j]n . (1.116)

Из этого равенства следует, что последняя строка определителя (k+2)-го
порядка ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 [fΨk+1,1Φk+1,1]n . . . [fΨk+1,k+1Φk+1,1]n
. . . . . . . . . . . .
0 [fΨk+1,1Φk+1,k]n . . . [fΨk+1,k+1Φk+1,k]n
1 [fΨk+1,1Φk+1,k+1]n . . . [fΨk+1,k+1Φk+1,k+1]n

f
−→
Φk
k,n f

(
−→
E k⊕Ψk+1,1)⊕−→Φk+1

k+1,n . . . f
(
−→
E k⊕Ψk+1,k+1)⊕

−→
Φk+1

k+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
равна линейной комбинации предыдущих (k + 1) строк с такими же
коэффициентами, как и в равенстве (1.116) (т. е. коэффициент при j-

й строке надо взять равным (−1)k+1−jf
−→
Φk+1,j

k,n , в частности, коэффициент

при (k+1)-й строке надо взять равным f
−→
Φk
k,n ). Поэтому этот определитель

(k + 2)-го порядка равен 0. Разложив его по последней строке, получим
равенство (1.114).

Докажем равенство (1.115). Подставим в равенство (1.114) вектор-
функцию

−→
Ψ k+1(z) = (z1, . . . , zk, zp), отождествляемую с вектором

(1, . . . , k, p), все координаты которого на 1 больше соответствующих ко-
ординат вектора (0, . . . , k − 1, p − 1), и заметим, что слагаемые, соот-
ветствующие j = 1, . . . , k − 1 в сумме, стоящей в правой части равен-
ства (1.114) равны нулю, так как при j = 1, . . . , k − 1 вектор функ-
ция

−→
E k ⊕ −→Ψ k+1,j = (z0, . . . , zk−1, zj) имеет две одинаковые координаты.

Таким образом ненулевыми являются только два слагаемых, соответ-
ствующих индексам j = k и j = k + 1. Поэтому равенство (1.114) при−→
Ψ k+1(z) = (z1, . . . , zk, zp) имеет следующий вид

f
(1,...,k,p)⊕−→Φk+1

k+1,n =
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−f
(1,...,k−1,p)⊕−→Φk

k,n

f
−→
Φk
k,n

f
(0,...,k−1,k)⊕−→Φk+1

k+1,n +
f

(1,...,k−1,k)⊕−→Φk

k,n

f
−→
Φk
k,n

f
(0,...,k−1,p)⊕−→Φk+1

k+1,n .

Учитывая, что

f
(1,...,k−1,p)⊕−→Φk

k,n = f
(0,...,k−2,p−1)⊕−→Φk

k,n−1 , f
(1,...,k,p)⊕−→Φk+1

k+1,n = f
(0,...,k−1,p−1)⊕−→Φk+1

k+1,n−1 ,

последнее равенство можно переписать в виде равенства

f
(0,...,k−1,p−1)⊕−→Φk+1

k+1,n−1 = −f
(0,...,k−2,p−1)⊕−→Φk

k,n−1

f
−→
Φk
k,n

f
−→
Φk+1

k+1,n +
f
−→
Φk
k,n−1

f
−→
Φk
k,n

f
(0,...,k−1,p)⊕−→Φk+1

k+1,n ,

или в виде равенства

f
(0,...,k−1,p)⊕−→Φk+1

k+1,n =
f

(0,...,k−2,p−1)⊕−→Φk

k,n−1

f
−→
Φk
k,n−1

f
−→
Φk+1

k+1,n +
f
−→
Φk
k,n

f
−→
Φk
k,n−1

f
(0,...,k−1,p−1)⊕−→Φk+1

k+1,n−1 .

(1.117)
Написав аналогичные равенства для f

(0,...,k−1,p−1)⊕−→Φk+1

k+1,n−1 и т.д., рекуррент-
ным образом после p − k + 1 шагов получим равенство (1.115). Лемма
1.3.3 доказана. £

В следующей лемме приводятся формулы для определителей
V
−→
Ψk+1

i1,...,ik
(z), двойственные формулам (1.114) и (1.115).

Лемма 1.3.4. Пусть
−→
Ψ k+1,

−→
Φ k+1 ∈ Hk+1,τ и пусть

−→
Φ k =

−→
Φ k+1,k+1.

Имеют место следующие равенства

V
−→
Ψk+1

i1,...,ik
(z) =

k+1∑
j=1

(−1)k+1−jV
−→
Ψk+1,j

i1,...,ik
V
−→
E k⊕Ψk+1,j

i1,...,ik
(z) , (1.118)

V
(0,...,k−1,p)
i1,...,ik

(z) =

p−k∑
r=0

V
(0,...,k−2,p−r−1)
i1,...,ik

(λi1 . . . λik)
−rzr (p ≥ k) . (1.119)

Доказательство леммы 1.3.4. Лемму 1.3.4 можно доказать точно
так же, как и лемму 1.3.3. А именно, из равенства

W
−→
E k⊕ψ(z1, . . . , zk+1) =

∣∣∣∣∣∣

1 . . . zk−1
1 ψ(z1)

. . . . . . . . .
1 . . . zk−1

k+1 ψ(zk+1)

∣∣∣∣∣∣
=

k+1∑
j=1

(−1)k+1−jW (z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zk+1)ψ(zj) (1.120)
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следует, что последняя строка определителя (k + 2)-го порядка
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 Ψk+1,1(z1) . . . Ψk+1,k+1(z1)
. . . . . . . . . . . .
0 Ψk+1,1(zk) . . . Ψk+1,k+1(zk)
1 Ψk+1,1(zk+1) . . . Ψk+1,k+1(zk+1)

W (z1, . . . , zk) W
−→
E k⊕Ψk+1,1(z1, . . . , zk+1) . . . W

−→
E k⊕Ψk+1,k+1(z1, . . . , zk+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

равна линейной комбинации предыдущих (k + 1) строк с такими же ко-
эффициентами, как и в равенстве (1.120) (т. е. коэффициент при j-й
строке надо взять равным (−1)k+1−jW (z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zk+1)). По-
этому этот определитель (k + 2)-го порядка равен 0. Разлагая его по
последней строке и полагая z1 = λi1 , . . . ,zk = λik , zk+1 = z

λi1
...λik

, полу-
чим равенство

Wi1,...,ikW
−→
Ψk+1

i1,...,ik
(z) =

k+1∑
j=1

(−1)k+1−jW
−→
Ψk+1,j

i1,...,ik
W

−→
E k⊕Ψk+1,j

i1,...,ik
(z) .

Разделив это равенство на Wi1,...,ikWi1,...,ik(z), получим равенство (1.118).
Равенство (1.119) выводится из равенства (1.118) точно так же, как ра-
венство (1.115) из равенства (1.114). Лемма 1.3.4 доказана. £

Заметим, что формулы (1.118)–(1.119) двойственны формулам (1.114)–
(1.115) в том смысле, что если формулы (1.114)–(1.115) разделить на
f
−→
Φk+1

k+1,n и перейти в них к пределу по n, считая, что

lim
n

f
−→
Ψk+1⊕

−→
Φk+1

k+1,n

f
−→
Φk+1

k+1,n

= V
−→
Ψk+1

i1,...,ik
(z) , lim

n

f
−→
Ψk+1,j⊕

−→
Φk

k,n

f
−→
Φk
k,n

= V
−→
Ψk+1,j

i1,...,ik
, (1.121)

то получим формулы (1.118)–(1.119).
Заметим также, что при p = 0, . . . , k−1 левые части равенств (1.115)

и (1.119) равны нулю, так как при p = 0, . . . , k− 1 вектор (0, . . . , 1− k, p)
имеет две одинаковые координаты. При p < 0 аналог равенства (1.115)
может быть получен рекуррентным образом из равенства

f
(0,...,k−1,p)⊕−→Φk+1

k+1,n = −f
(0,...,k−2,p)⊕−→Φk

k,n

f
−→
Φk
k,n+1

f
−→
Φk+1

k+1,n+1 +
f
−→
Φk
k,n

f
−→
Φk
k,n+1

f
(0,...,k−1,p+1)⊕−→Φk+1

k+1,n+1 ,

совпадающего с равенством (1.117), в котором число p заменено числом
p + 1, а число n – числом n + 1. Таким же образом может быть получен
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аналог равенства (1.119). В дальнейшем будет использоваться не точный
вид равенств (1.115) и (1.119), а сам факт наличия таких равенств и их
двойственность. Поэтому точный вид аналогов равенств (1.115) и (1.119)
при p < 0 не выписываем. Чтобы не усложнять запись, в дальнейшем
при использовании равенств (1.114)-(1.119), не теряя в общности, будем
предполагать, что p ≥ k.

Следствие 1 лемм 1.3.3 и 1.3.4. Пусть
−→
P k+1 = (p1, . . . , pk+1) ∈

Pk+1, pj ≥ k (j = 1, . . . , k),
−→
Φ k+1 ∈ Hk+1,τ ,

−→
Φ k =

−→
Φ k+1,k+1. Тогда

f
−→
P k+1⊕

−→
Φk+1

k+1,n =
k+1∑
j=1

pj−k∑
sj=0

(−1)k+1−j
f
−→
P k+1,j⊕

−→
Φk

k,n f
(0,...,k−2,pj−sj−1)⊕−→Φk

k,n−sj−1

f
−→
Φk
k,n−sj

f
−→
Φk
k,n−sj−1

f
−→
Φk+1

k+1,n−sj
,

(1.122)

V
−→
P k+1

i1,...,ik
(z) =

k+1∑
j=1

pj−k∑
sj=0

(−1)k+1−jV
−→
P k+1,j

i1,...,ik
V

(0,...,k−2,pj−sj−1)
i1,...,ik

( z

λi1 . . . λik

)sj .

(1.123)
Действительно, равенства (1.122) и (1.123) являются непосредствен-

ными следствиями равенств (1.114)–(1.115) и (1.118)–(1.119) соответ-
ственно. £

Следствие 2 леммы 1.3.4. Имеют место неравенства

¹ ‖V ?
i1,...,ik

(z)‖τ ¼k+1,τ≤ C(τ) , ¹ ‖V ?
i1,...,ik

(z)‖τ ¼2k+2,τ≤ C2(τ) . (1.124)

Действительно, учитывая второе из неравенств (1.68) (см. лемму 1.2.1),
из равенства (1.123) получаем неравенство

‖V
−→
P k+1

i1,...,ik
(z)‖τ ≤ (k + 1)

|−→P k+1|∑
s=0

C2‖zs‖τ = (k + 1)C2

|−→P k+1|∑
s=0

esτ ≤ C(τ)eτ |−→P k+1| .

Разделив это неравенство на
∥∥−→P k+1

∥∥
τ

= eτ |−→P k+1| и взяв верхнюю грань
по всем

−→
P k+1 ∈ Pk+1, получим первое из неравенств (1.124). С учетом

равенств (1.59) и (1.61) второе из неравенств (1.124) является тривиаль-
ным следствием первого. £

Как уже отмечалось, равенства (1.122) и (1.123) двойственны меж-
ду собой в том смысле, что равенство (1.123) может быть получено из
равенства (1.122) предельным переходом при помощи равенств (1.121).
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Второе из равенств (1.121) при V
−→
Φk

i1,...,ik
6= 0 является следствием равен-

ства (1.96), так как

lim
n∈Λi1,...,ik(θ)

f
−→
Ψk⊕

−→
Φk

k,n

f
−→
Φk
k,n

= lim
n∈Λi1,...,ik(θ)

f
−→
Ψk⊕

−→
Φk

k,n

fk,n

f
−→
Φk
k,n

fk,n

=
V
−→
Ψk⊕

−→
Φk

i1,...,ik

V
−→
Φk

i1,...,ik

= V
−→
Ψk

i1,...,ik
.

Однако условие V
−→
Φk

i1,...,ik
6= 0 не выполняется при произвольных

−→
Φ k ∈ Pk.

Этот факт усложняет последующие рассуждения. Преодолеть возника-
ющее препятствие можно разными способами, но каждый из них по сво-
ему приводит к тем или иным нагромождениям в доказательстве. Ниже-
приводимый способ опирается на возможность использования множеств
Ps

k,τ , наследующих основные свойства множеств Pk, но лишенных отме-
ченного недостатка. Множество функций Ps

k,τ (s = 1, . . . , k) определим
следующим образом. Фиксируем число ξ = 2 + 2N+1C, где C – постоян-
ная из неравенства

∣∣V
−→
P l

i1,...,il

∣∣ ≤ C леммы 1.2.1. Обозначим через Ξs мно-
жество s-мерных векторов, каждая координата которых равна 0 или 1.
При −→ν s = (ν1, . . . , νs) ∈ Ξs и

−→
P k = (p1, . . . , pk) ∈ Pk, где s ≤ k, обозначим

через
(−→
P τ,−→ν s

)
k
вектор функцию

(ξe|p1|τz0 + ν1z
p1 , . . . , ξe|ps|τzs−1 + νsz

ps , zps+1 , . . . , zpk) . (1.125)

Через Ps
k,τ (s = 0, . . . , k) обозначим множество Pk, если s = 0, и множе-

ство, состоящее из всех вектор функций
(−→
P τ,−→ν s

)
k
, где −→ν s ∈ Ξs,

−→
P k ∈ Pk.

Через Ps]t
2k,τ обозначим множество, состоящее из всех вектор функций−→

Ψ k⊕−→Φ k, где
−→
Ψ k ∈ Ps

k,τ ,
−→
Φ k ∈ P t

k,τ . Отметим, что множества Ps
k,τ и Ps]t

2k,τ

зависят от параметра τ , а входящие в них вектор-функции голоморфны
по каждой координате во всей комплексной плоскости.

Применительно к введенным классам Ps
k,τ вектор функций имеет ме-

сто утверждение, аналогичное следствию 1 лемм 1.3.3 и 1.3.4.
Лемма 1.3.5. Пусть

−→
Ψ 2k+2 =

−→
P k+1 ⊕

(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1

, где
−→
P k+1 = (p1, . . . , pk+1) ∈ Pk+1,

−→
Q k+1 = (q1, . . . , qk+1) ∈ Pk+1, −→ν k ∈ Ξk,

и пусть pj, qj ≥ k (j = 1, . . . , k+1),
(−→
Q τ,−→ν k

)
k

=
(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1,k+1

, νk+1 = 1.
Тогда имеют место равенства

f
−→
Ψ2k+2

k+1,n =
k+1∑
j=1

pj−k∑
sj=0

k+1∑
i=1

qi−k∑
ti=0

(−1)j+iA
−→
Ψ2k+2

k,n,j,sj ,i,ti
fk+1,n−sj−ti , (1.126)
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где

A
−→
Ψ2k+2

k,n,j,sj ,i,ti
=

f
−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj

×
f

(0,...,k−2,pj−sj−1)⊕
(−→

Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj−1

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj−1

×

νi

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

k,n−sj

fk,n−sj−ti

×
f

(0,...,k−2,qi−ti−1)
k,n−sj−ti−1

fk,n−sj−ti−1

, (1.127)

V
−→
Ψ2k+2

i1,...,ik
(z) =

k+1∑
j=1

pj−k∑
sj=0

k+1∑
i=1

qi−k∑
ti=0

(−1)j+iB
−→
Ψ2k+2

k,j,sj ,i,ti,i1,...,ik

( z

λi1 . . . λik

)sj+ti ,

(1.128)
где

B
−→
Ψ2k+2

k,j,sj ,i,ti,i1,...,ik
= V

−→
P k+1,j

i1,...,ik
V

(0,...,k−2,pj−sj−1)
i1,...,ik

νiV

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

i1,...,ik
V

(0,...,k−2,qi−ti−1)
i1,...,ik

.

(1.129)

Доказательство леммы 1.3.5. Применяя равенство (1.114) (в ко-
тором

−→
Ψ k+1 заменяется на

(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1

, а
−→
Φ k+1 заменяется на

−→
E k+1) к

определителю f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

k+1,n−sj
получим равенство

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

k+1,n−sj
=

k+1∑
i=1

(−1)k+1−i
f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

k,n−sj

fk,n−sj

f

−→
E k⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

k+1,n−sj
. (1.130)

Заметим, что по определению (1.125)
(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1,i

= ξeτ |qi|zi−1 + νiz
qi (i = 1, . . . , k)

и что ξeτ |qi|zi−1 с точностью до коэффициента пропорциональности ξeτ |qi|

совпадает с i-й координатой вектор функции
−→
E k. Следовательно, при

i = 1, . . . , k имеют место равенства

f

−→
E k⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

k+1,n−sj
= f

−→
E k⊕ξeτ |qi|zi−1

k+1,n−sj
+ f

−→
E k⊕νiz

qi

k+1,n−sj
= νif

(0,...,k−1,qi)
k+1,n−sj

.

Очевидно, что это же равенство имеет место и при i = k + 1 (так как(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1,k+1

= zqk+1 и по определению νk+1 = 1). Поэтому равенство
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(1.130) можно записать в виде равенства

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

k+1,n−sj
=

k+1∑
i=1

(−1)k+1−i
f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

k,n−sj

fk,n−sj

νif
(0,...,k−1,qi)
k+1,n−sj

.

Применяя к определителям f
(0,...,k−1,qi)
k+1,n−sj

, стоящим в правой части послед-

него равенства формулу (1.115) (в которой
−→
Φ k+1 заменяется на

−→
E k+1),

получим равенство

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

k+1,n−sj
=

k+1∑
i=1

qi−k∑
ti=0

(−1)k+1−iνi

f

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

k,n−sj

fk,n−sj−ti

f
(0,...,k−2,qi−ti−1)
k,n−sj−ti−1

fk,n−sj−ti−1

fk+1,n−sj−ti .

(1.131)
Подставляя это равенство в равенство (1.122) (в котором

−→
Φ k+1 заменя-

ется на
(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1

), получим равенства (1.126)-(1.127)
По аналогии с равенством (1.131) получим равенство

V

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

i1,...,ik
(z) =

k+1∑
i=1

qi−k∑
ti=0

(−1)k+1−iνiV

(−→
Qτ,−→ν k

)
k+1,i

i1,...,ik
V

(0,...,k−2,qi−ti−1)
i1,...,ik

( z

λi1 . . . λik

)ti .

Подставляя это равенство в равенство (1.123) (в котором
−→
Φ k+1 заменя-

ется на
(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1

) получаем равенства (1.128)-(1.129). Таким образом
лемма 1.3.5 доказана. £

По аналогии с величинами ¹ R? ¼k,τ и ¹ R? ¼2k,τ положим

¹ R? ¼k,τ,s,ζ= sup
−→
P k∈Pk,−→ν s∈Ξs

|R
(−→

P τ,−→ν s

)
k |

‖−→P k‖ζ

, (1.132)

¹ R? ¼2k,τ,s]t,ζ= sup
−→
P k,

−→
Qk∈Pk,−→ν s∈Ξs,−→µ t∈Ξt

|R
(−→

P τ,−→ν s

)
k
⊕
(−→

Qτ,−→µ t

)
k |

‖−→P k‖ζ‖−→Q k‖ζ

. (1.133)

Соберем в одну лемму, которая носит чисто технический характер,
те из свойств функций из Ps

k,τ , которыми в дальнейшем будем пользо-
ваться.

Лемма 1.3.6. Пусть 0 ≤ s, t ≤ k, ζ ≥ τ > 0. Тогда:
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1◦. Если величины R
−→
Ψk линейно зависят от координат вектор функ-

ции
−→
Ψ k, то имеют место неравенства

2−s ¹ R? ¼k,ζ≤¹ R? ¼k,τ,s,ζ≤ C(ζ) ¹ R? ¼k,ζ , (1.134)

2−s−t ¹ R? ¼2k,ζ≤¹ R? ¼2k,τ,s]t,ζ≤ C(ζ) ¹ R? ¼2k,ζ . (1.135)

2◦. При всех
−→
P k ∈ Pk, −→ν s ∈ Ξs имеют место неравенства

1

2
ξk‖−→P k‖τ ≤ |V

(−→
P τ,−→ν s

)
k

i1,...,ik
| ≤ 3

2
ξk‖−→P k‖τ . (1.136)

3◦. Если имеют место равенства (1.95), то при всех
−→
P k,

−→
Q k ∈ Pk,−→ν k,

−→µ k ∈ Ξk и достаточно больших n ∈ λi1,...,ik(θ) имеют место нера-
венства ∣∣F

−→
Ψ2k
k,n

∣∣ ≥ 1

8
ξ2k‖−→P k‖τ‖−→Q k‖τ , (1.137)

∣∣∣∣
1

F
−→
Ψ2k
k,n

− 1

V
−→
Ψ2k

i1,...,ik

∣∣∣∣≤ C(τ) ¹ F ?
k,n − V ?

i1,...,ik
¼2k,2τ , (1.138)

где
−→
Ψ 2k =

(−→
P τ,−→ν k

)
k
⊕ (
−→
Q τ,−→µ k

)
k
.

Доказательство леммы 1.3.6. Доказательство неравенств (1.134)
основано на линейной зависимости величин R

−→
Ψk от координат вектор

функции
−→
Ψ k (что предполагается по условиям утверждения 1◦ леммы)

и на том факте, что линейная оболочка множества Pr
k,τ содержит Pk, а

линейная оболочка множества Pk содержит Ps
k,τ . Действительно, пред-

ставляя каждую из координат zpj (j = 1, . . . , s) вектор функции
−→
P k в

виде
zpj = (ξeτ |pj |zj−1 + 1× zpj)− (ξeτ |pj |zj−1 + 0× zpj) ,

полагая bj,0 = −1, bj,1 = 1 и пользуясь линейной зависимостью величин
R
−→
Ψk от координат вектор функции

−→
Ψ k, получаем равенство

R
−→
P k = R(p1,...,pk) =

∑

(ν1,...,νs)∈Ξs

b1,ν1 . . . bs,νsR

(−→
P τ,(ν1,...,νs)

)
k .

Отсюда и определения (1.132) величин ¹ R? ¼k,τ,s,ζ получаем неравенство

|R
−→
P k | ≤

∑
−→ν s∈Ξs

|R
(−→

P τ,−→ν s

)
k | ≤ 2s ¹ R? ¼k,τ,s,ζ ‖−→P k‖ζ .

73



Умножая полученное неравенство на 2−s‖−→P k‖−1
ζ и беря верхнюю грань

по всем
−→
P k ∈ Pk, получаем первое из неравенств (1.134). Первое из

неравенств (1.135) получается точно так же.
С другой стороны, полагая aj,0 = νj, aj,1 = ξeτ |pj | и pj,0 = pj, pj,1 = j−1

(j = 1, . . . , s) и пользуясь определением (1.125) вектор функции
(−→
P τ,−→ν s

)
k

и линейной зависимостью величин R
−→
Ψk от координат вектор функции−→

Ψ k, получаем равенство

R

(−→
P τ,−→ν s

)
k =

∑

(µ1,...,µs)∈Ξs

a1,µ1 . . . as,µsR
(p1,µ1 ,...,ps,µs ,ps+1,...,pk) . (1.139)

Отсюда и определения величины ¹ R? ¼k,τ получаем неравенство

∣∣R
(−→

P τ,−→ν s

)
k

∣∣
¹ R? ¼k,ζ

≤
∑

(µ1,...,µs)∈Ξs

a1,µ1 . . . as,µs‖(p1,µ1 , . . . , ps,µs , ps+1, . . . , pk)‖ζ =

∑

(µ1,...,µs)∈Ξs

a1,µ1 . . . as,µse
ζ(|p1,µ1 |+···+|ps,µs |+|ps+1|+···+|pk|) . (1.140)

Заметим, что при всех j = 1, . . . , s

aj,0e
ζ|pj,0| = νje

ζ|pj | ≤ eζ|pj | , aj,1e
ζ|pj,1| = ξeτ |pj |eζ(j−1) ,

и следовательно, aj,µj
eτ |pj,µj

| ≤ C(ζ)eζ|pj | при всех j = 1, . . . , s. Поэтому
из неравенства (1.140) получаем неравенство

∣∣R
(−→

P τ,−→ν s

)
k

∣∣
¹ R? ¼k,ζ

≤ 2sCs(ζ)eζ(|p1+···+|ps|+|ps+1|+···+|pk|) = C(ζ)‖−→P k‖ζ .

Умножая полученное неравенство на ‖−→P k‖−1
ζ и беря верхнюю грань по

всем
−→
P k ∈ Pk, −→ν s ∈ Ξs получаем второе из неравенств (1.134). Второе

из неравенств (1.135) получается точно так же.
Докажем утверждение 2◦ леммы 1.3.6. Применительно к величине

R
−→
Ψk = V

−→
Ψk

i1,...,ik
, линейно зависящей от координат вектор функции

−→
Ψ k, из

равенства (1.139) при s = k получаем неравенство
∣∣∣∣V

(−→
P τ,−→ν k

)
k

i1,...,ik

∣∣∣∣≤
∑

(µ1,...,µk)∈Ξk

a1,µ1 . . . ak,µk
|V (p1,µ1 ,...,pk,µk

)

i1,...,ik
| , (1.141)
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а учитывая, что V
(p1,1,...,pk,1)
i1,...,ik

= V
(0,...,k−1)
i1,...,ik

= 1, и неравенство

|V
(−→

P τ,−→ν k

)
k

i1,...,ik
| ≥ a1,1 . . . ak,1 −

∑

(µ1,...,µk)6=(1,...,1)

a1,µ1 . . . ak,µk
|V (p1,µ1 ,...,pk,µk

)

i1,...,ik
| .

(1.142)
Вспоминая, что aj,1 = ξeτ |pj | ≥ ξ, aj,0 = νj ≤ 1 ≤ aj,1/ξ, с учетом
равенства (1.61) имеем равенство a1,1 . . . ak,1 = ξk‖−→P k‖τ и неравенства
a1,µ1 . . . ak,µk

≤ ξk−1‖−→P k‖τ при условии, что хотя бы одно из чисел µ1, . . . , µk

отлично от 1. Поэтому неравенства (1.142) и (1.141) можно переписать
в виде неравенств

ξk‖−→P k‖τ

(
1− ξ−1

∑

(µ1,...,µk)6=(1,...,1)

|V (p1,µ1 ,...,pk,µk
)

i1,...,ik
|) ≤

∣∣V
(−→

P τ,−→ν s

)
k

i1,...,ik

∣∣ ≤

ξk‖−→P k‖τ

(
1 + ξ−1

∑

(µ1,...,µk)6=(1,...,1)

|V (p1,µ1 ,...,pk,µk
)

i1,...,ik
|) . (1.143)

С учетом неравенства N ≥ k из определения числа ξ при всех
−→
Q k ∈ Pk

имеем неравенства

|V
−→
Qk

i1,...,ik
| ≤ C ≤ ξ

2N+1
≤ ξ

2
2−k .

Поэтому

ξ−1
∑

(µ1,...,µk)6=(1,...,1)

|V (p1,µ1 ,...,pk,µk
)

i1,...,ik
| ≤ 1

2
.

Отсюда и неравенства (1.143) получаем неравенство (1.136).
Докажем утверждение 3◦ леммы 1.3.6. Из второго из неравенств (1.135)

при ζ = τ и равенства (1.95) следует равенство

lim
n∈λi1,...,ik

(θ)
¹ F ?

k,n − V ?
i1,...,ik

¼2k,τ,k]k,τ= 0 .

Поэтому
|F

−→
Ψ2k
k,n − V

−→
Ψ2k

i1,...,ik
| ≤ εn‖−→P 2k‖τ , (1.144)

где εn не зависит от
−→
P 2k, −→ν k, −→µ k и limn∈λi1,...,ik

(θ) εn = 0. Отсюда и перво-
го из неравенств (1.136) при достаточно больших n ∈ λi1,...,ik(θ) получаем
неравенство

|F
−→
Ψ2k
k,n | ≥ |V

(−→
P τ,−→ν k

)
k
⊕(
−→
Qτ,−→µ k

)
k

i1,...,ik
| − εn‖−→P 2k‖τ ≥
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1

4
ξ2k‖−→P 2k‖τ − εn‖−→P 2k‖τ ≥ 1

8
ξ2k‖−→P 2k‖τ ,

совпадающее с неравенством (1.137), и неравенство

∣∣∣∣
1

F
−→
Ψ2k
k,n

− 1

V
−→
Ψ2k

i1,...,ik

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
F
−→
Ψ2k
k,n − V

−→
Ψ2k

i1,...,ik

F
−→
Ψ2k
k,n V

−→
Ψ2k

i1,...,ik

∣∣∣∣≤
32

∣∣F
−→
Ψ2k
k,n − V

−→
Ψ2k

i1,...,ik

∣∣
ξ4k‖−→P 2k‖2

τ

≤

32ξ−4k ¹ F ?
k,n − V ?

i1,...,ik
¼2k,τ,k]k,2τ .

Из этого неравенства и второго из неравенств (1.135) следует неравен-
ство (1.138). Лемма 1.3.6 доказана. £

Лемма 1.3.7. Пусть N = ∪N
l=k∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il - τ -разбиение мно-

жества натуральных чисел k-го порядка, согласованное с рядом f ∈ L
и многочленом β ∈ ΥN , R0(f) = · · · = Rk(f) = 1. Тогда имеют место
равенства

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ/2)

¹ f ?
k+1,n −

[
fk+1(z)V ?

i1,...,ik
(z)

]
n

¼2k+2),(k+15)τ

{(fk+1)}n,τ

= 0 . (1.145)

Доказательство леммы 1.3.7. Из первого из неравенств (1.135)
следует, что для доказательства равенства (1.145) достаточно доказать
равенство

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ/2)

¹ f ?
k+1,n −

[
fk+1(z)V ?

i1,...,ik
(z)

]
n

¼2k+2,τ,0]k,(k+15)τ

{(fk+1)}n,τ

= 0 . (1.146)

Докажем сначала ограниченность величины, стоящей под знаком преде-
ла в равенстве (1.146). Точнее, докажем, что при всех

−→
Ψ 2k+2 =

−→
P k+1 ⊕(−→

Q τ,−→ν k

)
k+1

∈ P0]k
2k+2,τ имеет место неравенство

¹ f ?
k+1,n −

[
fk+1(z)V ?

i1,...,ik
(z)

]
n

¼2k+2,τ,0]k,(k+8)τ

{(fk+1)}n,τ

≤ C(τ) , n ∈ Λi1,...,ik(θ) .

(1.147)
Очевидно, что неравенство (1.147) является следствием неравенств

∣∣[fk+1(z)V
−→
Ψ2k+2

i1,...,ik
(z)

]
n

∣∣ ≤ C(τ)‖−→P 2k+2‖2τ{(fk+1)}n,τ (1.148)

и ∣∣f
−→
Ψ2k+2

k+1,n

∣∣ ≤ C(τ)‖−→P 2k+2‖(k+8)τ{(fk+1)}n,τ , (1.149)

где
−→
P 2k+2 =

−→
P k+1 ⊕−→Q k+1 = (p1, . . . , pk+1, q1, . . . , qk+1).
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Как уже отмечалось, не теряя в общности, можно считать, что
−→
P k+1

и
−→
Q k+1 такие, как и в лемме 1.3.5 (т.е. все их координаты pj и qj (j =

1, . . . , k + 1) больше или равны k).
Из равенства (1.128) следует неравенство

∣∣[fk+1(z)V
−→
Ψ2k+2

i1,...,ik
(z)

]
n

∣∣ ≤
k+1∑
j=1

pj−k∑
sj=0

k+1∑
i=1

qi−k∑
ti=0

∣∣B
−→
Ψ2k+2

k,j,sj ,i,ti,i1,...,ik

∣∣|fk+1,n−sj−ti| .

(1.150)
Из равенства (1.129), второго из неравенств (1.68) (см. лемму 1.2.1)

и второго из неравенств (1.136) следует неравенство

∣∣B
−→
Ψ2k+2

k,j,sj ,i,ti,i1,...,ik

∣∣ ≤ 3

2
ξkC3‖−→Q k+1‖τ ≤ 3

2
ξkC3‖−→P 2k+2‖τ . (1.151)

Из неравенства (1.12) для ряда fk+1(z) имеем неравенство

|fk+1,n−sj−ti| ≤ {(fk+1)}n,τe
τ(|sj |+|ti|) .

Отсюда получаем неравенство

{(fk+1)}−1
n,τ

k+1∑
j=1

pj−k∑
sj=0

k+1∑
i=1

qi−k∑
ti=0

|fk+1,n−sj−ti| ≤ C(τ)eτ |−→P 2k+2| = C(τ)‖−→P 2k+2‖τ .

(1.152)
Из неравенств (1.150),(1.151), (1.152) и равенства (1.62) следует неравен-
ство (1.148).

Докажем неравенство (1.149) сначала в случае |−→P 2k+2| > n/2. В этом
случае все элементы определителя f

−→
Ψ2k+2

k+1,n имеют вид

[f(z)zpi(νjz
qj + ξje

τ |qj |zj−1)]n = νjfn−pi−qj
+ ξje

τ |qj |fn−pi−j+1 ,

где i, j = 1, . . . , k+1, νj принимают значения 0 или 1, ξj = ξ (j = 1, . . . , k),
νk+1 = 1, ξk+1 = 0, и оцениваются по модулю сверху при достаточно
больших n в силу равенства limn→±∞|fn|1/n = 1 неравенством

|fn−pi−qj
|+ ξeτ |qj ||fn−pi−j+1| ≤ e

τ
k+1

(n+|pi|+|qj |) + ξeτ |qj |e
τ

k+1
(n+|pi|) ≤

2ξeτ |qj |e
τ

k+1
(n+|−→P 2k+2|) ≤ 2ξeτ |qj |e

3τ
k+1

|−→P 2k+2| .

Отсюда следует неравенство

|fΨ2k+2

k+1,n | ≤ (k + 1)!
k+1∏
j=1

(
2ξeτ |qj |e

3τ
k+1

|−→P 2k+2|) ≤
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(k + 1)!(2ξ)k+1eτ |−→Qk+1|e3τ |−→P 2k+2| ≤ (k + 1)!(2ξ)k+1e4τ |−→P 2k+2| . (1.153)

Кроме того, из формул Адамара (0.18) для радиусов кругов мероморф-
ности и предположения леммы R0(f) = · · · = Rk(f) = 1 имеем равенство−→
limn→±∞|fk+1,n|1/n = 1. Из этого равенства и неравенства (1.15) для ряда
(fk+1) имеем неравенство

{(fk+1)}n,τ ≥ Ce−nτ ≥ Ce−2|−→P 2k+2|τ .

Отсюда и неравенства (1.153) получаем неравенство

|f
−→
Ψ2k+2

k+1,n |{(fk+1)}−1
n,τ ≤ Ce(4+2)τ |−→P 2k+2| = C‖−→P 2k+2‖6τ ,

влекущее за собой неравенство (1.149) в случае |−→P 2k+2| > n/2.
Далее, пусть |−→P 2k+2| ≤ n/2 и пусть существует индекс n0 такой, что

n0 ∈ [n− |−→P 2k+2|, n + |−→P 2k+2|] и n0 ∈ Λj1,...,js , где s ≥ k + 1, 1 ≤ j1 < · · · <
js ≤ N . При d ∈ Z положим

−→
P d

k+1 = (p1 + d, . . . , pk+1 + d) , (1.154)

−→
P d]0

2k+2 =
−→
P d

k+1 ⊕
−→
Q k+1 ,

−→
Ψ d]0

2k+2 =
−→
P d

k+1 ⊕
(−→
Q τ,−→ν k

)
k+1

.

Тогда
−→
Ψ d]0

2k+2 является элементом множества P0]k
2k+2,τ , построенным по

вектору
−→
P d]0

2k+2 ∈ P2k+2, и имеет место равенство f
−→
Ψ2k+2

k+1,n = f
−→
Ψd]0

2k+2

k+1,n+d. От-
сюда, из определения величины ¹ R? ¼2k+2,τ,0]k,τ , второго из неравенств
(1.135), неравенства (1.94) (при r = k + 1 ≤ s) и неравенства (1.14) (для
ряда (fk+1)) имеем цепочку неравенств

|f
−→
Ψ2k+2

k+1,n |
‖−→P (n0−n)]0

2k+2 ‖τ

=
|f
−→
Ψ

(n0−n)]0
2k+2

k+1,n0
|

‖−→P (n0−n)]0
2k+2 ‖τ

≤¹ f ?
k+1,n0

¼2k+2,τ,0]k,τ≤

C(τ) ¹ f ?
k+1,n0

¼2k+2,τ≤ C(τ){(fk+1)}
∣∣( s

k+1)

n0
≤ C(τ){(fk+1)}n0,τ . (1.155)

Непосредственно из определения вектор-функции
−→
P d]0

2k+2 следует, что
‖−→P d]0

2k+2‖τ ≤ ‖−→P 2k+2‖τe
(k+1)τ |d|. Поэтому, учитывая неравенство

{(fk+1)}n0,τ ≤ eτ(|n−n0|){(fk+1)}n,τ (см. неравенство (1.13) для ряда (fk+1)),
из неравенства (1.155) получаем неравенство

|f
−→
Ψ2k+2

k+1,n | ≤ C(τ)e(k+2)τ |n−n0|{(fk+1)}n,τ‖−→P 2k+2‖τ .
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Так как в рассматриваемом случае |n0 − n| ≤ |−→P 2k+2| и
e(k+2)τ |−→P 2k+2|‖−→P 2k+2‖τ = ‖−→P 2k+2‖(k+3)τ ,

то отсюда получаем неравенство (1.149) в рассматриваемом случае.
Рассмотрим далее случай, когда |−→P 2k+2| ≤ n/2 и не существует вы-

шеуказанного индекса, т.е. когда [n − |−→P 2k+2|, n + |−→P 2k+2|] ⊂ Λk, где
Λk = ∪1≤j1<···<jk≤NΛj1,...,jk

. Перепишем равенств (1.127) в виде равенств

A
−→
Ψ2k+2

k,n,j,sj ,i,ti
= F

−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n

(
F

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj

)−1

F
(0,...,k−2,pj−sj−1)⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj−1 ×
(

F

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj−1

)−1

νiF

((−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

)
i

k,n−sj
F

(0,...,k−2,qi−ti−1)
k,n−sj−ti−1 F

−→
E
−sj−ti
k

k,n−sj−ti
(1.156)

(напомним, что
−→
E d

k = (d, d+1, . . . , d+k−1)). Оценим сверху при помощи
равенств (1.95) и (1.138) модуль каждого из семи множителей, стоящих
в правой части равенства (1.156) (оценка восьмого множителя νi триви-
альна: |νi| ≤ 1). Все оценки получаются однотипным способом. Поэтому
приведем оценку только лишь первых двух множителей. Заметим, что

∣∣∣∣F
−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣F

−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n − V
−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

i1,...,ik

∣∣∣∣+
∣∣∣∣V

−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

i1,...,ik

∣∣∣∣ . (1.157)

Второе слагаемое в правой части этого неравенства ограничено сверху
величиной C 3

2
ξk‖−→Q k‖τ в силу второго из неравенств (1.68) (см. лемму

1.2.1) и второго из неравенств (1.136) (см. лемму 1.3.6), а первое – оце-
нивается при помощи второго из неравенств (1.135) величиной

¹ F ?
k,n − V ?

i1,...,ik
¼2k,τ,0]k,τ ‖−→P k+1,j ⊕

−→
Q k‖τ ≤

C(τ) ¹ F ?
k,n − V ?

i1,...,ik
¼2k,τ ‖−→P k+1,j ⊕

−→
Q k‖τ ≤ εn‖−→P 2k+2‖τ ,

где limn→Λi1,...,ik
(θ) εn = 0 в силу равенства (1.95). Следовательно, пра-

вая часто равенства (1.157) не превосходит C‖−→P 2k+2‖τ , что завершает
оценку первого из множителей в равенстве (1.156).

Переходя к оценке второго из множителей, заметим, что из условия
n− sj ∈ Λk следует, что найдутся индексы 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ N такие,
что n− sj ∈ Λj1,...,jk

. Аналогично неравенству (1.157) имеем неравенство
∣∣∣∣
(

F

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj

)−1∣∣∣∣≤
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∣∣∣∣
(

F

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

k,n−sj

)−1

−
(

V

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

j1,...,jk

)−1∣∣∣∣+
∣∣∣∣
(

V

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

j1,...,jk

)−1∣∣∣∣ . (1.158)

Первое слагаемое, стоящее в правой части неравенства (1.158), может
быть сделано как-угодно-малым в силу равенства (1.95) и являющего-
ся его следствием неравенства (1.138). Второе слагаемое в неравенстве
(1.158) не превосходит в силу первого из неравенств (1.136) величины
2ξ−k‖−→Q k‖−1

τ ≤ 2ξ−k. Таким образом из неравенства (1.158) получаем
ограниченность второго из множителей в равенстве (1.156).

Оценивая аналогичным образом и другие множители, стоящие в пра-
вой части равенства (1.156) и учитывая равенства (1.62), получаем нера-
венство ∣∣A

−→
Ψ2k+2

k,n,j,sj ,i,ti

∣∣ ≤ C(τ)‖−→P 2k+2‖7τ . (1.159)

Отсюда, из равенства (1.126) и неравенства (1.152) получаем неравен-
ство (1.149) и в этом случае. Итак, неравенства (1.148) и (1.149) и их
следствие – неравенство (1.147) доказаны.

Докажем равенства (1.146). Пусть {θ∗n}∞n=1 – последовательность из
Θ такая, что Λi1,...,ik(θ/2)(θ

∗
) ⊂ Λi1,...,ik(θ). Если |−→P 2k+2| < θ∗n, то при

n ∈ Λi1,...,ik(
−→
θ /2) индексы n, n − sj, n − sj − ti у каждого из семи мно-

жителей, стоящих в правой части равенства (1.156) принадлежат по-
следовательности Λi1,...,ik(θ). Выше было показано, что первые слагае-
мые в равенствах (1.157) и (1.158) являются бесконечно малыми при
n ∈ Λi1,...,ik(

−→
θ /2) по сравнению с ‖−→P 2k+2‖τ , а вторые слагаемые не пре-

восходят C‖−→P 2k+2‖τ . Аналогичный факт имеет место и при оценке дру-
гих пяти множителей в равенстве (1.156). Поэтому из равенства (1.156)
и равенства (1.129), записанного в виде равенства

B
−→
Ψ2k+2

k,j,sj ,i,ti,i1,...,ik
=

V
−→
P k+1,j⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

i1,...,ik

(
V

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

i1,...,ik

)−1

V
(0,...,k−2,pj−sj−1)⊕

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

i1,...,ik
×

(
V

(−→
Qτ,−→ν k

)
k

i1,...,ik

)−1

νiV

((−→
Qτ,−→ν k

)
k+1

)
i

i1,...,ik
V

(0,...,k−2,qi−ti−1)
i1,...,ik

V
−→
E
−sj−ti
k

i1,...,ik
,

получаем неравенство
∣∣A

−→
Ψ2k+2

k,n,j,sj ,i,ti
−B

−→
Ψ2k+2

k,j,sj ,i,ti,i1,...,ik

∣∣ ≤ ηn‖−→P 2k+2‖14τ , (1.160)

где limn∈Λi1,...,ik
(θ/2) ηn = 0. Как и выше, отсюда из равенств (1.126)-(1.128)

и неравенства (1.152) получаем неравенство

{(fk+1)}−1
n,τ

∣∣f
−→
Ψ2k+2

k+1,n − [
fk+1(z)V

−→
Ψ2k+2

i1,...,ik
(z)

]
n

∣∣ ≤ ηn‖−→P 2k+2‖15τ , (1.161)

80



где n ∈ Λi1,...,ik(θ/2), |−→P 2k+2| < θ∗n.
Если |−→P 2k+2| ≥ θ∗n, то из неравенства (1.147) при n ∈ Λi1,...,ik(θ) имеем

неравенство
∣∣f
−→
Ψ2k+2

k+1,n − [
fk+1(z)V

−→
Ψ2k+2

i1,...,ik
(z)

]
n

∣∣
{(fk+1)}n,τ‖−→P 2k+2‖(k+15)τ

≤ C(τ)‖−→P 2k+2‖−7
τ ≤ C(τ)e−7θ∗nτ . (1.162)

Так как limn→∞ e−τθ∗n = 0 ( напомним, что по определению последова-
тельности {θ∗n}∞n=1 limn→∞ θ∗n = ∞), то правая часть последнего неравен-
ства стремится к нулю при n →∞. Поэтому из равенств (1.161) и (1.162)
следует равенство (1.146). Таким образом лемма 1.3.7 доказана. £

Следствие леммы 1.3.7.Пусть имеют место предположения тео-
ремы 1, R0(f) = · · · = Rk(f) = 1, N = ∪N

l=k ∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il - τ -
разбиение множества натуральных чисел k-го порядка, где k < m,
τ ≤ δ

2(k+15)
, согласованное с рядом f и многочленом β, построенным

по нулям функции α, лежащим на окружности |z| = 1. Тогда имеют
место равенства

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ/2)

[
fk+1(z)V

−→
Φn

2k+2

i1,...,ik
(z)

]
n

{(fk+1)}n,τ

= 0 , (1.163)

где
−→
Φ n

2k+2(z) =
(−→
E k(z)⊕ αn(z)

)⊕ (
αn,0(z)ϕ0(z), . . . , αn,k(z)ϕk(z)

)
,

αn(z), αn,0(z), . . . , αn,k(z), ϕ(z) - функции, фигурирующие в предположе-
ниях теоремы 1.

Действительно, по предположениям теоремы 1 вектор функции
−→
Φ n

2k+2 ∈
H2k+2,δ имеют равномерный в кольце Tδ, а следовательно, и в кольце
T2(k+15)τ , предел

lim
n→∞

−→
Φ n

2k+2 =
(−→
E k(z)⊕ α(z)

)⊕ (
ϕ0(z), . . . , ϕk(z)

)
. (1.164)

Полагая

R?
n =

f ?
k+1,n −

[
fk+1(z)V ?

i1,...,ik
(z)

]
n

{(fk+1)}n,τ

, R? = 0

из леммы 1.3.7 получаем равенство limn∈Λi1,...,ik
(θ/2) ¹ R?

n−R? ¼2(k+1),(k+15)τ=

0. Поэтому по лемме 1.2.3 имеем равенство

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ/2)

f
−→
Φn

2k+2

k+1,n − [
fk+1(z)V

−→
Φn

2k+2

i1,...,ik
(z)

]
n

{(fk+1)}n,τ

= 0 .
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Следовательно, для доказательства равенства (1.163) достаточно дока-
зать равенство

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ/2)

f
−→
Φn

2k+2

k+1,n

{(fk+1)}n,τ

= 0 . (1.165)

Для этого заметим, что по определению (1.58)

f
−→
Φn

2k+2

k+1,n =

∣∣∣∣∣∣

[fαn,0ϕ
0]n . . . [fαn,0ϕ

0]n−k+1 [fαnαn,0ϕ
0]n

. . . . . . . . . . . .
[fαn,kϕ

k]n . . . [fαn,kϕ
k]n−k+1 [fαnαn,kϕ

k]n

∣∣∣∣∣∣
.

Из предположений (0.11) теоремы 1 при j = 0, . . . , k следует, что каждый
элемент последнего столбца последнего определителя есть o(e−δn). Все
другие элементы этого определителя имеют вид [fαn,iϕ

i]n−j (i = 0, . . . , k,
j = 0, . . . , k − 1) и оцениваются в силу предположений теоремы 1, нало-
женных на функции αn,i(z) и ϕ(z), неравенствами

limn→∞
∣∣[fαn,iϕ

i]n−j

∣∣1/n ≤ 1. Поэтому f
−→
Φn

2k+2

k+1,n = o(e(ε−δ)n), где ε > 0 может
быть выбрано сколь-угодно малым. Кроме того, при всех τ > 0 имеет
место неравенство {(fk+1)}n,τ ≥ Ce−nτ (см. равенства (1.19) для ряда
(fk+1)(z)). Следовательно, учитывая предположение τ ≤ δ

2(k+15)
, имеем

равенство limn→∞
f

−→
Φn

2k+2
k+1,n

{(fk+1)}n,τ
= 0. Таким образом равенство (1.165), а вме-

сте с ним и равенство (1.163) доказаны. £

Заметим, что лемма 1.3.2 (равенство (1.106) при n ∈ (N \ Λk)(θ/2)) и
следствие леммы 1.3.7 (равенство (1.163) при n ∈ Λk(θ/2)) в совокупно-
сти дают предположения лемм 1.1 и 1.2 для ряда (fk+1)(z).

Перед формулировкой леммы 1.3.8 введем при k < l и s, t = 1, . . . , l
следующие обозначения.

−→
Ψ l|k = (Ψl,1, . . . , Ψl,k) ,

−→
Ψ l|sk = (Ψl,1, . . . , Ψl,k, Ψl,s) ,

−→
Ψ 2l|k]k = (Ψ2l,1, . . . , Ψ2l,k)⊕ (Ψ2l,l+1, . . . , Ψ2l,l+k) ,

−→
Ψ 2l|s]t

k]k = (Ψ2l,1, . . . , Ψ2l,k, Ψ2l,s)⊕ (Ψ2l,l+1, . . . , Ψ2l,l+k, Ψ2l,l+t) .

Лемма 1.3.8. В вышевведенных обозначениях имеют место следу-
ющие равенства

det

(
f
−→
Ψ2l|s]t

k]k
k+1,n

)

s,t=k+1,...,l

=
(
f
−→
Ψ2l|k]k

k,n

)l−k−1
f
−→
Ψ2l
l,n , (1.166)
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det

(
V
−→
Ψ l|sk

i1,...,ik,it

)

s,t=k+1,...,l

=
(
V
−→
Ψ l|k

i1,...,ik

)l−k−1
V
−→
Ψ l

i1,...,il
. (1.167)

Доказательство леммы 1.3.8. Пусть
−→
Ψ 2l =

−→
Ψ l⊕−→Φ l. Раскладывая

определитель

f
−→
Ψ2l|s]t

k]k
k+1,n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

[fΨl,1Φl,1]n . . . [fΨl,1Φl,k]n [fΨl,1Φl,t]n
. . . . . . . . . . . .

[fΨl,kΦl,1]n . . . [fΨl,kΦl,k]n [fΨl,kΦl,t]n
[fΨl,sΦl,1]n . . . [fΨl,sΦl,k]n [fΨl,sΦl,t]n

∣∣∣∣∣∣∣∣
по последнему столбцу, получим равенство

f
−→
Ψ2l|s]t

k]k
k+1,n =

k+1∑
j=1

(−1)k+1−jf
(
−→
Ψ l|sk)j⊕

−→
Φ l|k

k,n [f(
−→
Ψ l|sk)jΦl,t]n . (1.168)

Умножим s-ю строку (s = k + 1, . . . , l) определителя

f
−→
Ψ2l
l,n =

∣∣∣∣∣∣

[fΨl,1Φl,1]n . . . [fΨl,1Φl,l]n
. . . . . . . . .

[fΨl,lΦl,1]n . . . [fΨl,lΦl,l]n

∣∣∣∣∣∣

на f
−→
Ψ2l|k]k

k,n и добавим к ней сумму первых k строк, умноженных соот-

ветственно на (−1)k+1−jf
(
−→
Ψ l|sk)j⊕

−→
Φ l|k

k,n , j = 1, . . . , k (т.е. на коэффициенты,
стоящие в правой части равенства (1.168)). Тогда s-я строка опреде-

лителя f
−→
Ψ2l
l,n преобразуется в строку (f

−→
Ψ2l|s]1

k]k
k+1 , . . . , f

−→
Ψ2l|s]l

k]k
k+1 ), совпада-

ющую со строкой (0 , . . . , 0 , f
−→
Ψ2l|s](k+1)

k]k
k+1 , . . . , f

−→
Ψ2l|s]l

k]k
k+1 ), так как f

−→
Ψ2l|s]j

k]k
k+1 =

f
−→
Ψ l|sk⊕

−→
Φ l|jk

k+1 = 0 при j = 1, . . . , k в силу того, что при таких j вектор функ-
ция

−→
Φ l|jk имеет две одинаковые координаты. После выполнения указан-

ного преобразования последних l строк определителя f
−→
Ψ2l
k+1,n этот опре-

делитель увеличится в
(

f
−→
Ψ2l|k]k

k,n

)l−k

раз и численно окажется равным

f
−→
Ψ2l|k]k

k,n det

(
f
−→
Ψ2l|s]t

k]k
k+1,n

)

s,t=k+1,...,l

.

Отсюда следует равенство (1.166).
Равенство (1.167) можно получить аналогичным образом, если умно-

жить s-ю строку, s = k + 1, . . . , l, определителя V
−→
Ψ l

i1,...,il
на V

−→
Ψ l|k

i1,...,ik
и до-

бавить к ней сумму первых k строк, умноженных соответственно на

(−1)l+1−jV
(
−→
Ψ l|sk)j

i1,...,ik
, j = 1, . . . , k. Лемма 1.3.8 доказана. £

83



Лемма 1.3.9. Пусть имеют место предположения теоремы 1,
R0(f) = · · · = Rk(f) = 1, k < m, τ ≤ δ

2(k+15)
, N = ∪N

l=k∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il

– τ -разбиение k-го порядка, согласованное с рядом f и многочленом β,
построенным по нулям функции α, лежащим на окружности |z| = 1.
Тогда существует (k +15)τ -разбиение (k +1)-го порядка, согласованное
с рядом f и многочленом β.

Доказательство леммы 1.3.9. Пусть
−→
Φ 2k+2 – вектор функция,

определенная в следствии леммы 1.3.7 правой частью равенства (1.164).
Найдем нули функции

V
−→
Φ 2k+2

i1,...,ik
(z) = V

−→
E k⊕α

i1,...,ik
(z)V

(ϕ0,...,ϕk)
i1,...,ik

(z) =
W

−→
E k⊕α
i1,...,ik

(z)W
(ϕ0,...,ϕk)
i1,...,ik

(z)

W 2
i1,...,ik

(z)
,

лежащие на окружности T0. Из явного вида определителей W
−→
E k⊕α
i1,...,ik

(z) и
того факта, что λi1 , . . . , λik - это нули многочлена β, а следовательно, и
функции α, имеем равенство

W
−→
E k⊕α
i1,...,ik

(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λi1 . . . λk−1
i1

α(λi1)
. . . . . . . . . . . . . . .
1 λik . . . λk−1

ik
α(λik)

1 z
λi1

...λik
. . .

(
z

λi1
...λik

)k−1
α
(

z
λi1

...λik

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

α
( z

λi1 . . . λik

)
Wi1,...,ik .

Кроме того, заметим, что функции Wi1,...,ik(z) и

W
(ϕ0,...,ϕk)
i1,...,ik

(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ϕ(λi1) . . . ϕk(λi1)
. . . . . . . . . . . .
1 ϕ(λik) . . . ϕk(λik)
1 ϕ( z

λi1
...λik

) . . . ϕk( z
λi1

...λik
)

∣∣∣∣∣∣∣∣

обращаются в ноль при z
λi1

...λik
= λij , j = 1, . . . , k и не имеют других

нулей (в силу однолистности функции ϕ). Поэтому все нули функции

V
−→
Φ 2k+2

i1,...,ik
(z) =

α
(

z
λi1

...λik

)
Wi1,...,ik

Wi1,...,ik(z)
× W

(ϕ0,...,ϕk)
i1,...,ik

(z)

Wi1,...,ik(z)

- это точки λi1 . . . λikλij , где j ∈ {1, . . . , N} \ {i1, . . . , ik}, а многочлен,
построенный по этим нулям, равен

βi1,...,ik(z) =
∏

j∈{1,...,N}\{i1,...,ik}
(1− λ

(k)
j /z) ,
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где для краткости обозначаем λ
(k)
j = λjλi1 . . . λik . Легко видеть, что сте-

пень многочлена βi1,...,ik(z) равна N − k и что все многочлены βi1,...,ik(z)
делят многочлен

∏
1≤i1<···<ik+1≤N(1−z/λi1 . . . λik+1

), стоящий в числителе
равенства (1.106).

Положим ζ = (k + 15)τ ,

εn,i1,...,ik =
¹ f ?

k+1,n −
[
fk+1(z)V ?

i1,...,ik
(z)

]
n

¼2k+2,ζ,k]k,ζ

{(fk+1)}n,τ

(1.169)

и заметим, что по лемме 1.3.7 (равенство (1.145)) и лемме 1.3.6 (второе
из неравенств (1.135) при τ = ζ) имеет место равенство

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ/2)
εn,i1,...,ik = 0 . (1.170)

Так как по предположению леммы R0(f) = · · · = Rk(f) = 1, то
по формулам (0.18) Адамара для радиусов кругов мероморфности име-
ем равенства limn→∞|fn|1/n = · · · = limn→∞|fk+1,n|1/n = 1. Это озна-
чает, что fk+1(z) ∈ L. Кроме того, из леммы 1.3.2 (равенства (1.106)
при n ∈ (N \ Λk)(θ/2)) и следствия леммы 1.3.7 (равенства (1.163) при
n ∈ Λi1,...,ik(θ/2)) следует, что для ряда fk+1(z) =

∑∞
n=0 fk+1,nzn выпол-

нены предположения лемм 1.1 и 1.2. По леммам 1.1 и 1.2, применен-
ным к ряду (fk+1)(z), последовательности Λi1,...,ik и последовательности
εn,i1,...,ik , последовательность Λi1,...,ik можно разбить на непересекающие-
ся последовательности

Λi1,...,ik = ∪N−k
l=1 ∪{j1,...,jl} Λi1,...,ik,j1,...,jl

(второе объединение берется по всем j1, . . . , jl таким, что 1 ≤ j1 < · · · <
jl ≤ N и js /∈ {i1, . . . , ik} (s = 1, . . . , l)) и указать θ

∗ ∈ Θ (θ∗n ≤ θn/4) так,
что имеют место неравенства

¹ (fk+1)
?
r,n ¼2r,τ≤ C(ζ){((fk+1)r

)}
∣∣(l

r)

n
, n ∈ Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
) , r = 1, . . . , l ,

(1.171)
и равенства

lim
n∈Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
)

εn,i1,...,ik{(fk+1)}r
n,τ

{((fk+1)r

)}
∣∣(l

r)

n

= 0 , r = 1, . . . , l , (1.172)

lim
n∈Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
)
¹

(fk+1)
?
l,n

(fk+1)l,n

− V ?(λ
(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

) ¼2l,τ= 0 , (1.173)
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где
(
(fk+1)r

)
(z) =

∞∑
n=0

det
(
fk+1,n−i−j

)
i,j=0,...,r−1

zn ,

(fk+1)
−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

l,n = det
(
[(fk+1)(z)Ψl,i(z)Φl,j(z)]n

)
i,j=1,...,l

(т.е. эти величины определяются точно так же, как и величины (fr)(z) и
f
−→
Ψ l⊕

−→
Φ l

l,n (см. начало этого параграфа), но с заменой ряда f(z) =
∑∞

n=0 fnzn

на ряд fk+1(z) =
∑∞

n=0 fk+1,nzn).
Покажем, что для последовательности Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
) выполняют-

ся неравенства (1.94) и равенства (1.95), в которых число τ заменяется
числом ζ, а число l – числом k + l. Так как величины ¹ f ?

r,n ¼2r,τ убывают
с ростом τ и так как ζ > τ , (k+l

r ) ≥ (k
r) и Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
) ⊂ Λi1,...,ik(θ

∗
), то

при r = 1, . . . , k неравенства (1.94) доказывать не надо (они уже имеют-
ся в наличии). Поэтому с учетом неравенств (1.135) для доказательства
неравенства (1.94) и равенства (1.95) (с заменой числа l числом k + l)
достаточно доказать неравенства

¹ f ?
r,n ¼2r,ζ,k]k,ζ≤ C(ζ) max

0≤p≤(k+l
r )−1

|fr,n+p| , n ∈ Λi1,...,ik,j1,...,jl
(θ
∗
) , (1.174)

где r = k + 1, . . . , k + l, и равенство

lim
n∈Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
)
¹ F ?

k+l,n − V ?
i1,...,ik,j1,...,jl

¼2k+2l,ζ,k]k,ζ= 0 . (1.175)

Пусть k + 1 ≤ r ≤ k + l,
−→
Ψ 2r ∈ Pk]k

2r,ζ и пусть
−→
P 2r – вектор из P2r,

соответствующий
−→
Ψ 2r. Из равенств (1.166) имеем равенство

(
f
−→
Ψ2r|k]k

k,n

)r−k−1
f
−→
Ψ2r
r,n =

det

([
fk+1(z)V

−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)
]
n
+

(
f
−→
Ψ2r|s]t

k]k
k+1,n − [

fk+1(z)V
−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)
]
n

))

s,t=k+1,...,r

=

det

([
fk+1(z)V

−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)
]
n

+ η
−→
Ψ2r|s]t

k]k
n,i1,...,ik

)

s,t=k+1,...,r

, (1.176)

где величина η
−→
Ψ2r|s]t

k]k
n,i1,...,ik

оценивается в силу равенства (1.169) неравенством

∣∣η
−→
Ψ2r|s]t

k]k
n,i1,...,ik

∣∣ ≤ εn,i1,...,ik{(fk+1)}n,τ‖−→P 2r|s]t
k]k‖ζ . (1.177)
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Из определения величины ¹ ‖V ?
i1,...,ik

(z)‖ζ ¼2k+2,ζ,k]k,ζ , второго из нера-
венств (1.135) и следствия 2 леммы 1.3.4 (неравенства (1.124)) имеем
неравенство

‖V
−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)‖ζ

‖−→P 2r|s]t
k]k‖ζ

≤¹ ‖V ?
i1,...,ik

(z)‖ζ ¼2k+2,ζ,k]k,ζ≤ C(ζ) . (1.178)

С учетом неравенств (1.10) (для ряда (fk+1)) и неравенства ζ/2 > τ
отсюда получаем неравенство

∣∣[fk+1(z)V
−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)]n
∣∣

{(fk+1)}n,τ

≤ ‖V
−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)‖ζ ≤ C(ζ)‖−→P 2r|s]t
k]k‖ζ . (1.179)

Заметим, что для любой перестановки (tk+1, . . . , tr) индексов (k+1, . . . , r)
имеет место равенство

r∏

j=k+1

‖−→P 2r|j]tj
k]k ‖ζ = ‖−→P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ . (1.180)

Из равенств (1.176) и (1.180) и неравенств (1.177) и (1.179) получаем
неравенство
∣∣∣∣f
−→
Ψ2r
r,n (f

−→
Ψ2r|k]k

k,n )r−k−1 − det

([
fk+1(z)V

−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)
]
n

)

s,t=k+1,...,r

∣∣∣∣
C(ζ){(fk+1)}r−k

n,τ ‖
−→
P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ

≤ εn,i1,...,ik .

(1.181)
Из определения (1.58), примененного к ряду fk+1(z), следует, что

det

([
fk+1(z)V

−→
Ψ2r|s]t

k]k
i1,...,ik

(z)
]
n

)

s,t=k+1,...,r

= (fk+1)

(−−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

r−k,n , (1.182)

где 2(r−k)-мерная вектор функция
(−−−−−→
V
−→
Ψr⊕−→Φ r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z) определяется сле-
дующим образом

(−−−−→
V
−→
Ψr

i1,...,ik

)
r−k

(z) =
(
V
−→
Ψr|k+1

k
i1,...,ik

(z), . . . , V
−→
Ψr|rk

i1,...,ik
(z)

)
, (1.183)

(−−−−−→
V
−→
Ψr⊕−→Φ r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z) =
(−−−−→
V
−→
Ψr

i1,...,ik

)
r−k

(z)⊕ (−−−−→
V
−→
Φ r

i1,...,ik

)
r−k

(z) . (1.184)
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Так как 1 ≤ r − k ≤ l, то из равенства (1.172) (с заменой числа r
числом r − k) следует, что

C(ζ)εn,i1,...,ik{(fk+1)}r−k
n,τ ≤ κn,i1,...,ik{

(
(fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
,

где limn∈Λi1,...,ik,j1,...,jl
(θ
∗
) κn,i1,...,ik = 0. Поэтому с учетом равенства (1.182)

неравенство (1.181) можно переписать в следующем виде

∣∣∣∣f
−→
Ψ2r
r,n (f

−→
Ψ2r|k]k

k,n )r−k−1 − (fk+1)

(−−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

r−k,n

∣∣∣∣
{(fk+1)r−k}

∣∣( l
r−k)

n
‖−→P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ

≤ κn,i1,...,ik . (1.185)

Из равенства (1.128) (см. лемму 1.3.5) следует, что каждая координа-

та вектор функции
(−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z) является многочленом от z и z−1

и, следовательно,
(−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z) ∈ H2(r−k),ζ . Поэтому из леммы 1.2.2
(неравенств (1.69)) и неравенства (1.171) (в котором число τ можно за-
менить большим числом ζ/2) получаем неравенство

∣∣∣∣(fk+1)

(−−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z)

r−k,n

∣∣∣∣

‖(
−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z)‖ζ

≤ sup
−→
Φ 2(r−k)∈H2(r−k),ζ

∣∣(fk+1)
−→
Φ 2(r−k)

r−k,n

∣∣
‖−→Φ 2(r−k)‖ζ

≤

C(ζ) ¹ (fk+1)
?
r−k,n ¼2(r−k),ζ/2≤ C(ζ){((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
. (1.186)

Из определений (1.183)–(1.184), неравенства (1.178) и равенства (1.180)
имеем неравенство

∥∥∥∥
(−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z)

∥∥∥∥
ζ

=
r∏

j=k+1

∥∥V
−→
Ψ2r|j]j

k]k
i1,...,ik

(z)
∥∥

ζ
≤

C(ζ)
r∏

j=k+1

∥∥−→P 2r|j]j
k]k(z)

∥∥
ζ

= C(ζ)‖−→P 2r|k]k‖r−k−1
ζ ‖−→P 2r‖ζ . (1.187)

Из неравенств (1.186) и (1.187) получаем неравенство

∣∣∣∣(fk+1)

(−−−−−→
V
−→
Ψ2r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z)

r−k,n

∣∣∣∣
{((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
‖−→P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ

≤ C(ζ) . (1.188)
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Из неравенств (1.185) и (1.188) получаем неравенство

∣∣f−→Ψ2r
r,n (f

−→
Ψ2r|k]k

k,n )r−k−1
∣∣

{((fk+1)r−k

)}∣∣( l
r−k)

n
‖−→P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ

≤ C(ζ) . (1.189)

Покажем, что имеет место неравенство

{((fk+1)r−k

)}
∣∣(l

r−k)

n
≤ 2{fr,nf

r−k−1
k,n }

∣∣( l
r−k)

n
. (1.190)

Для этого предварительно покажем, что все полученные выше равенства
и неравенства (1.176)–(1.189) имеют место и при

−→
Ψ 2r =

−→
E r ⊕−→E r. Если

−→
T r = (0, . . . , 0, k, . . . , r − 1) ∈ Pr и −→ν k = (0, . . . , 0) ∈ Ξk ,

то по определению (1.125)
(−→
T τ,−→ν k

)
r

= (ξz0, . . . , ξzk−1, zk, . . . , zr−1) .

Следовательно, вектор функция
−→
E r отличается от вектор функции(−→

T τ,−→ν k

)
r
∈ Pk

r,τ только лишь постоянным множителем ξ при первых k
координатах. Нетрудно видеть, что это означает, что вектор функция−→
Ψ 2r =

−→
E r ⊕ −→

E r является допустимой вектор функцией в полученных
выше равенствах и неравенствах.

Напишем неравенство (1.185) при
−→
Ψ 2r =

−→
E r ⊕ −→E r, заметив следую-

щие два факта. Во-первых, очевидно, что
−→
Ψ 2r

∣∣
k]k

=
−→
E k⊕−→E k. Во-вторых,

из определения (1.183) имеем равенство

(−−−−→
V
−→
E r

i1,...,ik

)
r−k

(z) =
(
V
−→
E k⊕zk

i1,...,ik
(z), . . . , V

−→
E k⊕zr−1

i1,...,ik
(z)

)
,

при этом из леммы 1.3.4 (равенства (1.119)) следует, что V
−→
E k⊕zj

i1,...,ik
(z) явля-

ется многочленом от z
λi1

...λi1
степени j−k с единичным старшим коэффи-

циентом. Следовательно, j-я координата вектор функции
(−−−−→
V
−→
E r

i1,...,ik

)
r−k

(z)

равна
(

z
λi1

...λi1

)j−1 плюс линейная комбинация предыдущих координат
j = 1, . . . , r − k. Поэтому из простейших свойств определителей отсюда
получаем равенство

(fk+1)

(−−−−−−→
V
−→
E r⊕−→E r

i1,...,ik

)
2(r−k)

(z)

r−k,n = C(fk+1)
−→
E r−k⊕

−→
E r−k

r−k,n = C(fk+1)r−k,n ,
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где |C| = 1. Подытоживая сказанное, получаем, что неравенство (1.185)
при

−→
Ψ 2r =

−→
E r ⊕−→E r имеет следующий вид

∣∣fr,nf
r−k−1
k,n − C(fk+1)r−k,n

∣∣ ≤ κ?
n,i1,...,ik

{((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
,

где |C| = 1, κ?
n,i1,...,ik

=
(‖−→E k‖r−k−1

ζ ‖−→E r‖ζ

)2
κn,i1,...,ik . Отсюда, определения

(1.8), определения (1.154) вектор функции
−→
E −p

r−k, определения (1.64) ве-
личины ¹ R? ¼2(r−k),ζ и неравенства (1.171) получаем неравенство

{fr,nf
r−k−1
k,n }

∣∣( l
r−k)

n
≥ {((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
− κ∗n,i1,...,ik

{((fk+1)r−k

)}
∣∣2( l

r−k)−1

n+p
≥

{((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
− κ∗n,i1,...,ik

max
0≤p≤2( l

r−k)−2

∣∣(fk+1)
−→
E−p

r−k

r−k,n

∣∣ ≥

{((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
− κ∗n,i1,...,ik

C(ζ) ¹ (fk+1)
?
r,n ¼2(r−k),ζ≥

{((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
− κ∗n,i1,...,ik

C∗(ζ){((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
,

где C(ζ) = max0≤p≤2( l
r−k)−2 ‖

−→
E r−k⊕−→E −p

r−k‖ζ . Так как κ?
n,i1,...,ik

стремится к
нулю при n → ∞, n ∈ Λi1,...,ik,j1,...jl

(θ∗), то отсюда получаем неравенство
(1.190). Из неравенств (1.189) и (1.190) имеем неравенство

∣∣f−→Ψ2r
r,n (f

−→
Ψ2r|k]k

k,n )r−k−1
∣∣

{fr,nf
r−k−1
k,n }

∣∣( l
r−k)

n
‖−→P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ

≤ C(ζ) . (1.191)

Так как
{fr,nf

r−k−1
k,n }

∣∣( l
r−k)

n
≤ {fr,n}

∣∣( l
r−k)

n
{f r−k−1

k,n }
∣∣( l

r−k)

n

и так как из равенства (1.96) следует существование предела

lim
n∈Λi1,...,ik

(θ)

fk,n+1

fk,n

= lim
n∈Λi1,...,ik

(θ)

f
−→
E−1

k
k,n

fk,n

= V
−→
E−1

k
i1,...,ik

= (λi1 . . . λik)
−1 ,

то неравенство (1.191) можно переписать в виде неравенства
∣∣f−→Ψ2r

r,n

∣∣
‖−→P 2r|k]k‖r−k−1

ζ ‖−→P 2r‖ζ

≤ C(ζ){fr,n}
∣∣( l

r−k)

n

(
fk,n∣∣f
−→
Ψ2r|k]k

k,n

∣∣

)r−k−1

=

C(ζ){fr,n}
∣∣( l

r−k)

n

(
1

∣∣F
−→
Ψ2r|k]k

k,n

∣∣

)r−k−1

. (1.192)
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По неравенству (1.137) имеем неравенство

1
∣∣F

−→
Ψ2r|k]k

k,n

∣∣
≤ 8ξ−2k‖−→P 2r|k]k‖−1

ζ

при всех достаточно больших n ∈ Λi1,...,ik(θ). Отсюда и неравенства
(1.192) получаем неравенство

∣∣f−→Ψ2r
r,n

∣∣
‖−→P 2r‖ζ

≤ C(ζ){fr,n}
∣∣( l

r−k)

n
≤ C(ζ){fr,n}

∣∣(k+l
r )

n
.

Взяв в этом неравенстве верхнюю грань по всем
−→
Ψ 2r ∈ Pk]k

2r,ζ , получаем
неравенство (1.174).

Докажем теперь неравенство (1.175). При r = k + l имеем равенство
( l
r−k) = 1. Следовательно, {((fk+1)r−k

)}
∣∣( l

r−k)

n
= |(fk+1)l,n|. Поэтому при

r = k + l неравенство (1.185) можно записать в следующем виде

∣∣∣∣f
−→
Ψ2(k+l)

k+l,n (f
−→
Ψ2(k+l)|k]k

k,n )l−1 − (fk+1)

(−−−−−−→
V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l

l,n

∣∣∣∣
|(fk+1)l,n|‖−→P 2(k+l)|k]k‖l−1

ζ ‖−→P 2(k+l)‖ζ

≤ κn,i1,...,ik . (1.193)

Из неравенства (1.187) с учетом равенства (1.173) при помощи того же
приема, какой был использован при выводе неравенства (1.186), полу-
чаем неравенство

∣∣∣∣
(fk+1)

(−−−−−−−→
V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l

l,n

(fk+1)l,n
− V

(−−−−−−→
V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l

(
λ

(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)∣∣∣∣
‖−→P 2(k+l)|k]k‖l−1

ζ ‖−→P 2(k+l)‖ζ

≤

∣∣∣∣
(fk+1)

(−−−−−−−→
V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l

l,n

(fk+1)l,n
− V

(−−−−−−→
V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l

(
λ

(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)∣∣∣∣

‖(
−−−−−→
V
−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l
‖ζ

≤

sup
−→
Φ 2l∈H2l,ζ

∣∣∣∣
(fk+1)

−→
Φ2l
l,n

(fk+1)l,n
− V

−→
Φ 2l

(
λ

(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)∣∣∣∣
‖−→Φ 2l‖ζ

≤
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C(ζ) ¹
∣∣∣∣
(fk+1)

?
l,n

(fk+1)l,n

− V ?
(
λ

(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)∣∣∣∣¼2l,ζ/2≤ πn,i1,...,ik,j1,...,jl
, (1.194)

где limn∈Λi1,...,ik,j1,...,jl
(θ
∗
) πn,i1,...,ik,j1,...,jl

= 0. Из неравенств (1.193)–(1.194)
получаем неравенство

∣∣∣∣
f

−→
Ψ2(k+l)
k+l,n (f

−→
Ψ2(k+l)|k]k
k,n )l−1

(fk+1)l,n
− V

(−−−−−−→
V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik

)
2l

(
λ

(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)∣∣∣∣
‖−→P 2(k+l)|k]k‖l−1

ζ ‖−→P 2(k+l)‖ζ

≤ π∗n,i1,...,ik,j1,...,jl
,

(1.195)
где π∗n,i1,...,ik,j1,...,jl

= κn,i1,...,ik + πn,i1,...,ik,j1,...,jl
стремится к нулю при n →

∞, n ∈ Λi1,...,ik,j1,...,jl
(θ
∗
). Из определений вектор функции

(−→
V
−→
Ψk+l

i1,...,ik

)
l
(z),

точек λ
(k)
jt

= λi1 . . . λikλjt , величин V (z1, . . . , zl) и равенства (1.167) (с
заменой числа l на l + k) имеем равенство

V

(−−−−−→
V
−→
Ψk+l

i1,...,ik

)
l(λ

(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

) =
det

(
V
−→
Ψk+l|k+s

k
i1,...,ik,jt

)
s,t=1,...,l

W (λ
(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)
=

(
V
−→
Ψk+l|k

i1,...,ik

)l−1
V
−→
Ψk+l

i1,...,ik,j1,...,jl

W (λ
(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)
.

Поэтому неравенство (1.195) можно переписать в виде неравенства

∣∣∣∣
f

−→
Ψ2(k+l)
k+l,n (f

−→
Ψ2(k+l)|k]k
k,n )l−1

(fk+1)l,n
− V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik,j1,...,jl

(
V

−→
Ψ2(k+l)|k]k

i1,...,ik

)l−1

W 2(λ
(k)
j1

,...,λ
(k)
jl

)

∣∣∣∣
‖−→P 2(k+l)|k]k‖l−1

ζ ‖−→P 2(k+l)‖ζ

≤ π∗n,i1,...,ik,j1,...,jl
.

(1.196)
Как уже отмечалось, вектор функцию

−→
E k+l⊕−→E k+l можно считать до-

пустимой в полученном равенстве (1.196). Поэтому из равенства (1.196)
при

−→
Ψ 2k+2l =

−→
E k+l ⊕−→E k+l получаем равенство

lim
n∈Λi1,...,ik,j1,...,jl

(θ
∗
)

fk+l,n(fk,n)l−1

(fk+1)l,n

=
1

W 2(λ
(k)
j1

, . . . , λ
(k)
jl

)
6= 0 .

Из этого равенства и неравенства (1.196) получаем неравенство
∣∣∣∣
f

−→
Ψ2(k+l)
k+l,n

fk+l,n

(
f

−→
Ψ2(k+l)|k]k
k,n

fk,n

)l−1

−V
−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik,j1,...,jl

(−→
V
−→
Ψ2(k+l)|k]k

i1,...,ik

)l−1

∣∣∣∣
‖−→P 2(k+l)|k]k‖l−1

ζ ‖−→P 2(k+l)‖ζ

≤ π̃n,i1,...,ik,j1,...,jl
,
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где limn∈Λi1,...,ik,j1,...,jl
(θ
∗
) π̃n,i1,...,ik,j1,...,jl

= 0. Из этого равенства и нера-
венств (1.137) и (1.138) получаем неравенство

∣∣∣∣
f

−→
Ψ2(k+l)
k+l,n

fk+l,n
− V

−→
Ψ2(k+l)

i1,...,ik,j1,...,jl

∣∣∣∣
‖−→P 2(k+l)‖ζ

≤ π̂n,i1,...,ik,j1,...,jl
,

где limn∈Λi1,...,ik,j1,...,jl
(θ
∗
) π̂n,i1,...,ik,j1,...,jl

= 0. Беря в этом неравенстве верх-

нюю грань по всем
−→
Ψ 2(k+l) ∈ Pk]k

2(k+l),ζ и учитывая определение (1.133),
получим равенство (1.175).

Итак, каждая последовательность Λi1,...,ik разбилась на конечное чис-
ло подпоследовательностей Λi1,...,ik,j1,...,jl

, для которых имеют место нера-
венства (1.174) и равенства (1.175), а следовательно, как отмечалось, и
неравенства (1.94) и равенства (1.95) (с заменой числа l числом k + l).

Заметим, что величина V
−→
Ψk+l

i1,...,ik,j1,...,jl
=

W
−→
Ψk+l
i1,...,ik,j1,...,jl

Wi1,...,ik,j1,...,jl
не зависит от переста-

новок множества индексов {i1, . . . , ik, j1, . . . , jl}. Поэтому, выкидывая из
первоначального τ -разбиения N = ∪N

l=k ∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il все последо-
вательности Λi1,...,ik (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N) и добавляя к каждой после-
довательности Λi1,...,il с l ≥ k +1 первоначального τ -разбиения все вновь
полученные последовательности Λi1,...,ik,j1,...,jl−k

с тем же набором индек-
сов (с точностью до перестановок), получим новое (k + 15)τ -разбиение
множества натуральных чисел порядка k + 1, согласованное с рядом f
и многочленом β. Таким образом лемма 1.3.9 доказана. £

Доказательство леммы 1.3. Пусть τ > 0. По лемме 1.2 существует( ∏m−1
k=1 (k + 15)−1

)
τ -разбиение первого порядка, согласованное с рядом

f ∈ L и многочленом β. Последовательным образом используя лемму
1.3.9, получим, что существует

( ∏m−1
k=2 (k + 15)−1

)
τ -разбиение второго

порядка,
( ∏m−1

k=3 (k + 15)−1
)
τ -разбиение третьего порядка и т.д. На m-м

шаге получим τ -разбиение m-го порядка. Лемма 1.3 доказана. £
Ниже будет показано, что в случае предположений теоремы 1 и до-

полнительных предположений (1.53) все утверждения теоремы 1 следу-
ют из факта существования τ -разбиения m-го порядка, согласованного с
рядом f ∈ L и многочленом β(z) =

∏N
i=1(z−λi) ∈ ΥN . Затем при помощи

лемм 1.4 и 1.5 будет показано, что теорема 1 верна и без дополнительных
предположений (1.53).

Лемма 1.4. Пусть f ∈ L – ряд Лорана такой, что при некотором
M ∈ N

1 = R0(f) = · · · = RM−1(f) < RM(f) . (1.197)
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Тогда при всех τ > 0 множество N всех натуральных чисел явля-
ется τ -разбиением (состоящим из единственной последовательности
N = Λ1,...,M) M-го порядка, согласованным с рядом f и многочленом
A(z) =

∏M
j=1(1 − z/aj), где a1, . . . , aM – полюсы функции f ?, лежащие

на окружности |z| = 1.
Доказательство леммы 1.4. По теореме Монтессу де Болора [54]

(см. стр. 23) знаменатели Qn,M(z) классических аппроксимаций Паде
типа (n,M) ряда f ? стремятся при n → ∞ к многочлену A(z). Так как
коэффициенты многочленов Qn,M(z) удовлетворяют системе соотноше-
ний (0.3), то имеют место предположения (0.11) теоремы 1 для M ∈ N
(вместо m) и αn(z) = Qn,M(z), αn,j(z) ≡ 1 (j = 0, . . . , M − 1), ϕ(z) = z−1.
Кроме того, по условиям леммы R0(f) = · · · = RM−1(f) = 1. Поэтому по
лемме 1.3 существует τ -разбиение M -го порядка, согласованное с рядом
f и многочленом A(z). Так как степень многочлена A(z) равна порядку
M разбиения, то разбиение состоит из единственной последовательности
N = Λ1,...,M . Лемма 1.4. доказана. £

Лемма 1.5. Пусть f ∈ L, β(z) =
∏N

i=1(1 − z/λi) ∈ ΥN , β∗(z) =∏N∗
i=1(1 − z/λ∗j) ∈ ΥN∗, N = ∪N

l=k ∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il – τ -разбиение мно-
жества натуральных чисел k-го порядка, согласованное с рядом f ∈ L
и многочленом β, N = ∪N∗

s=k∗ ∪1≤j1<···<js≤N∗ Λ∗j1,...,js
– τ ∗-разбиение мно-

жества натуральных чисел k∗-го порядка, согласованное с рядом f ∈ L
и многочленом β∗ и пусть Λi1,...,il ∩ Λ∗j1,...,js

содержит бесконечное чис-
ло членов. Тогда один из многочленов

∏l
t=1(1− z/λit) и

∏s
t=1(1− z/λ∗jt

)
делит другой (в зависимости от того, какое из чисел l или s больше).

Доказательство леммы 1.5. Пусть для определенности l ≥ s.
При доказательстве леммы 1.3.1 было показано, что для многочленов
Ql,n(z), определенных равенством (1.99), имеют место равенства (1.100)
и (1.101). Пусть

−→
Ψ s−1 – произвольная вектор функция из Hs−1,τ . Из си-

стемы равенств (1.100) следует равенство

l∑
j=0

[Ql,n]jf
−→
Ψs−1⊕zj

s,n = f
−→
Ψs−1⊕Ql,n
s,n = 0 . (1.198)

С другой стороны, так как в силу равенств (1.101) многочлены Ql,n(z)
имеют предел

lim
n∈Λi1,...,il

(θ)
Ql,n(z) = Ql(z) =

l∏
t=1

(1− z/λit) , (1.199)
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то из равенств (1.96) получаем равенство

lim
n∈Λi1,...,il

∩Λ∗j1,...,js

f
−→
Ψs−1⊕Ql,n
s,n

fs,n

= V
−→
Ψs−1⊕Ql(λ∗j1 , . . . , λ

∗
js

) . (1.200)

Деля равенство (1.198) на fs,n и переходя к пределу при n → ∞, n ∈
Λi1,...,il ∩ Λ∗j1,...,js

, с учетом равенства (1.200) получаем равенство

V
−→
Ψs−1⊕Ql(λ∗j1 , . . . , λ

∗
js

) = 0 .

Так как
−→
Ψ s−1 – произвольная вектор функция из Hs−1,τ , то отсюда сле-

дует, что
Ql(λ

∗
j1

) = · · · = Ql(λ
∗
js

) = 0 .

Отсюда и явного вида (1.199) многочлена Ql(z) получаем утверждение
леммы. Таким образом лемма 1.5 доказана. £

Доказательство теоремы 1. Предположим сначала, что наряду с
предположениями теоремы 1 имеют место дополнительные предположе-
ния (1.53). Тогда по лемме 3 существует τ -разбиение порядка m, согла-
сованное с рядом f ∈ L и многочленом β(z) =

∏N
i=1(z − λi) ∈ ΥN , где

λ1, . . . , λN – все корни функции α(z), лежащие на окружности |z| = 1.
Утверждение 1◦ теоремы, т.е. неравенство N ≥ m, содержится непо-

средственно в определении разбиения N = ∪N
l=m∪1≤i1<···<il≤N Λi1,...,il m-го

порядка.
Утверждение 3◦ теоремы 1 следует из лемм 1.3 и 1.3.1 (равенств

(1.97)–(1.98)).
Если N = m, то имеется только один мультииндекс i1, . . . , im вида

1 ≤ i1 < · · · < im ≤ N = m, а именно, {i1, i2, . . . , im} = {1, 2, . . . , m},
и следовательно, τ -разбиение состоит из единственной последователь-
ности Λ1,...,m, совпадающей со всей последовательностью натуральных
чисел. Поэтому утверждение 4◦ теоремы 1 – это прямое следствие ра-
венств (1.96) при l = m.

Утверждение 2◦ теоремы 1 об особых точках функции f имеет иную
природу и в случае N = m просто следует из теоремы Суетина. Утвер-
ждение 2◦ теоремы следует из теоремы Суетина также и в случае N > m
и дополнительном предположении, что существует натуральное число
M ≥ m такое, что выполнено условие (1.197). Действительно, пусть
Λi1,...,il , l ≥ m – бесконечная подпоследовательность, входящая в τ -раз-
биение порядка m, согласованное с рядом f и многочленом β, которое
существует по лемме 1.3. По лемме 1.4 N является τ -разбиением (состо-
ящим из единственной последовательности) порядка M , согласованным
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с рядом f и многочленом A(z) =
∏M

j=1(1−z/aj), где a1, . . . , aM – полюсы
функции f ∗, лежащие на окружности |z| = 1. Так как Λi1,...,il∩N = Λi1,...,il

содержит бесконечное число членов, то по лемме 1.5 min(l,M) ≥ m из
точек λi1 , . . . , λil являются полюсами функции f ∗ и, следовательно, в
этом случае утверждение 2◦ теоремы доказано. Поэтому будем далее
предполагать, что такого числа M не существует, т.е. будем предпола-
гать, что

1 = R0(f) = · · · = Rm−1(f) = Rm(f) = . . . . (1.201)

Обозначим через m∗ максимальное из натуральных чисел, не превос-
ходящих N и обладающих тем свойством, что существуют многочле-
ны Qn(z) =

∏N
j=1(1 − z/λj,n)), имеющие предел limn→∞ Qn(z) = β(z) =∏N

j=1(1− z/λj) и такие, что имеют место равенства

[Qnf ]n+p = 0 , p = 1, . . . , m∗ (1.202)

Из лемм 1.3 и 1.3.1 следует, что m∗ ≥ m. Если m∗ = N , то, сравнивая
системы равенств (1.202) и (0.3), имеем равенство Qn(z) = [n/N ]f (z). В
этом случае по теореме Суетина все точки λ1, . . . , λN являются особыми
точками функции f ∗ и, следовательно, утверждение 2◦ теоремы имеет
место и в этом случае. Поэтому далее наряду с равенствами (1.201) бу-
дем предполагать, что m ≤ m∗ < N . Покажем, что в этом случае утвер-
ждение 2◦ теоремы следует не из самой теоремы Суетина, а из немного
подправленного ее доказательства.

Так как limn→∞|fn|1/n = R−1
0 (f) = 1 и так как коэффициенты много-

членов Qn имеют пределы, то

limn→∞
∣∣[Qnf ]n+p

∣∣1/n ≤ 1 , p ∈ Z . (1.203)

Покажем, что
limn→∞

∣∣[Qnf ]n+m∗+1

∣∣1/n
= 1 . (1.204)

Предположим противное. Тогда с учетом неравенства (1.203) имеем стро-
гое неравенство

limn→∞
∣∣[Qnf ]n+m∗

∣∣1/n
< 1 . (1.205)

Равенства (1.201), (1.202) и (1.205) в совокупности дают предположения
(0.10) и (0.11) теоремы 1 для натурального числа m∗ + 1 при αn(z) =
Qn(z), αn,j(z) ≡ 1 (j = 0, . . . , m∗), ϕ(z) = z−1 и дополнительном предпо-
ложении (1.53). Поэтому по лемме 1.3 существует τ -разбиение порядка
m∗ + 1, согласованное с рядом f и многочленом β. Тогда по лемме 1.3.1
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существуют многочлены βn(z), имеющие предел предел limn→∞ βn(z) =
β(z) и такие, что

[βnf ]n+p = 0 , p = 1, . . . , m∗ + 1 .

Полученное противоречие с максимальностью числа m∗ доказывает ра-
венство (1.204).

Положим Pn(z) =
∑n

p=0[Qnf ]pz
p. Тогда с учетом равенств (1.202) име-

ем равенства

(Qnf − Pn)(z) =
∞∑

p=n+m∗+1

[Qnf ]pz
p ,

и

(Qn+1f − Pn+1)(z) =
∞∑

p=n+m∗+2

[Qn+1f ]pz
p .

Вычитая из первого из этих равенств, умноженного на Qn+1(z), второе,
умноженное на Qn(z), получаем равенство

(Pn+1Qn − PnQn+1)(z) =
∞∑

p=n+m∗+1

An,pz
p , (1.206)

где коэффициенты An,p при всех p ≥ n + m∗ + 2 оцениваются в силу
неравенства (1.203) неравенствами

limn→∞
∣∣An,p

∣∣1/n ≤ 1 , (1.207)

а при p = n + m∗ + 1 в силу равенства (1.204) имеем равенство

limn→∞
∣∣An,n+m∗+1

∣∣1/n
= limn→∞

∣∣[Qnf ]n+m∗+1[Qn+1]0
∣∣1/n

= 1 . (1.208)

Так как deg Pn ≤ n и deg Qn ≤ N , то в левой части равенства (1.206)
стоит многочлен, степень которого не превосходит n + 1 + N . Поэтому
равенство (1.206) можно переписать в следующем виде

(Pn+1Qn − PnQn+1)(z) =
n+1+N∑

p=n+m∗+1

An,pz
p . (1.209)

Положим An =
∑n+1+N

p=n+m∗+1 |An,p|. Из неравенств (1.207) и равенства

(1.208) следует равенство limn→∞
∣∣An

∣∣1/n
= 1. С.Агмон [37] доказал суще-

ствование последовательности положительных чисел A∗
n ("регуляриза-

ции"последовательности {An}∞n=1), удовлетворяющей следующим усло-
виям:
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a) limn→∞ A∗
n/A

∗
n+1 = 1,

b) {log(A∗
n/n!)} - вогнутая последовательность,

c) |An| ≤ |A∗
n| для всех n ∈ N,

d) |An| ≥ c|A∗
n|, c > 0, для n, принадлежащих некоторой бесконечной

последовательности Γ ⊂ N.
Имеет место следующее утверждение.
Лемма 1.6. Пусть функция f голоморфна в некоторой области D,

содержащей круг {|z| < 1}. Тогда в вышеприведенных обозначениях для
любого компакта K ⊂ D имеет место неравенство

max
z∈K

∣∣∣∣
(Qnf − Pn)(z)

A∗
n+m∗+1z

n+m∗+1

∣∣∣∣≤ C(K) . (1.210)

Для случая степенных рядов соответствующее утверждение - лем-
ма Агмона [37] - было приведено и использовано ранее при доказатель-
стве утверждения 5◦ леммы 1.1. Для случая m∗ = N (в этом случае
An = |An,n+m∗+1|) лемма была сформулирована и доказана С.Суетиным
[33]. Приведенная формулировка леммы 1.6 охватывает чуть более об-
щий случай, однако доказательство леммы, данное С.Суетиным, прохо-
дит с соответствующими поправками и в этом случае. По этой причине
доказательство леммы 1.6 не приводим.

Покажем, пользуясь леммой 1.6, что по крайней мере m∗ нулей мно-
гочлена β являются особыми точками функции f . Предположим про-
тивное. Тогда найдется компакт K ⊂ D, содержащий N −m∗ + 1 нулей
λ1, . . . , λN−m∗+1 (при соответствующей нумерации) многочлена β вместе
с некоторыми их окрестностями. Пусть λn,1, . . . , λn,N−m∗+1 - нули много-
членов Qn, n ∈ N такие, что limn→∞ λn,i = λi, i = 1, . . . , N −m∗ + 1. При
всех i = 1, . . . , N −m∗ + 1 из равенства (1.209) следует равенство

Pn(λn,i)Qn+1(λn,i) = −λn+m∗+1
n,i

N−m∗∑
p=0

An,n+m∗+1+pλ
p
n,i ,

а из неравенства (1.210) - при достаточно больших n неравенство

|Pn(λn,i)| ≤ C(K)A∗
n+m∗+1|λn,i|n+m∗+1 .

Отсюда следует, что

C(K)
∣∣Qn+1(λn,i)

∣∣ ≥ (A∗
n+m∗+1)

−1
∣∣Pn(λn,i)Qn+1(λn,i)λ

−(n+m∗+1)
n,i

∣∣ =

(A∗
n+m∗+1)

−1
∣∣

N−m∗∑
p=0

An,n+m∗+1+pλ
p
n,i

∣∣ , i = 1, . . . , N −m∗ + 1 . (1.211)
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Из условия c), наложенного на последовательность {A∗
n}∞n=1, следует,

что |An,n+m∗+1+p|/A∗
n+m∗+1 ≤ 1 при всех достаточно больших n и p =

0, . . . , N − m∗. Поэтому найдется подпоследовательность Γ∗ ⊆ Γ та-
кая, что существуют пределы limn∈Γ∗ An,n+m∗+1+p/A

∗
n+m∗+1 = γp, p =

0, . . . , N −m∗, причем в силу условия d) хотя бы один из этих пределов
отличен от нуля. Так как limn→∞ Qn+1(λn,i) = 0, i = 1, . . . , N −m∗+1, то
переходя в неравенстве (1.211) к пределу при n → ∞, n ∈ Γ∗, получим
неравенство

0 ≥
∣∣

N−m∗∑
p=0

γpλ
p
i

∣∣ , i = 1, . . . , N −m∗ + 1 .

Это означает, что многочлен
∑N−m∗

p=0 γpz
p степени не выше N −m∗ обра-

щается в 0 в N −m∗ + 1 точках λi, i = 1, . . . , N −m∗ + 1, что возможно
только лишь при γ0 = · · · = γN−m∗ = 0. Полученное противоречие пока-
зывает, что по крайней мере m∗ нулей многочлена β являются особыми
точками функции f . Так как m∗ ≥ m, а многочлен β делит функцию α,
то тем самым утверждение 2◦ теоремы 1 доказано.

Итак, все утверждения теоремы 1 доказаны при дополнительном
предположении (1.53). Докажем теорему 1 при другом дополнительном
предположении, а именно, при условии

1 = R0(f) = · · · = Rµ−1(f) < Rµ(f) = · · · = Rm−1(f) , (1.212)

где µ < m. Пусть a1, . . . , aµ – полюсы функции f ∗, лежащие в круге
|z| < Rm−1(f). Условие (1.212) означает, что |a1| = · · · = |aµ| = 1. По-
кажем, что a1, . . . , aµ являются нулями функции α. Из леммы 1.3 при
m = µ следует, что существует τ -разбиение порядка µ, согласованное с
рядом f и многочленом β(z) =

∏N
j=1(1−z/λj), где λ1, . . . , λN – все корни

функции α(z), лежащие на окружности |z| = 1, при этом N ≥ µ. Из
леммы 1.4 при M = µ следует, что существует τ -разбиение (состоящее
из единственной последовательности) порядка µ, согласованное с рядом
f и многочленом A(z) =

∏µ
j=1(1−z/aj). Поэтому по лемме 1.5 многочлен

A(z) делит многочлен β(z). Таким образом, полюсы a1, . . . , aµ функции
f ∗ являются нулями многочлена β, а следовательно, и нулями функции
α. В предположениях (1.212) подправим при k ≥ µ определение согласо-
ванного τ -разбиения k-го порядка, приведенное на стр. 60, следующим
образом.

Определение 2. Пусть для ряда Лорана f имеют место предпо-
ложения (0.10) и (1.212), β(z) =

∏N
j=1(1 − z/λj), где λ1, . . . , λµ – по-

люсы функции f ∗, лежащие в круге |z| < Rm−1(f), |λµ+1| = · · · =
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|λN | = Rm−1(f), и пусть µ ≤ k ≤ N . Разбиение N = ∪N
l=k ∪1≤i1<···<il≤N

Λi1,...,il множества натуральных чисел на непересекающиеся подпосле-
довательности Λi1,...,il, перенумерованные мультииндексами i1, . . . , il та-
кими, что l ≥ k, is = s (s = 1, . . . , µ), µ + 1 ≤ iµ+1 < · · · < il ≤ N , будем
называть τ -разбиением k-го порядка, согласованным с рядом f и мно-
гочленом β, если найдется θ ∈ Θ такая, что при всех вышеуказанных
мультииндексах i1, . . . , il имеют место неравенства (1.94) и равенства
(1.95).

Заметим, что начальный шаг – существование подправленного τ -раз-
биения порядка µ следует из леммы 1.4. Существование подправленного
τ -разбиения m-го порядка доказывается при помощи тех же рассужде-
ний, которые были использованы при доказательстве леммы 1.3. Как
и ранее, отсюда следуют все утверждения теоремы 1. Таким образом,
теорема 1 доказана в случае предположений (1.53) и в случае предполо-
жений (1.212). Аналогичным образом теорема 1 доказывается в предпо-
ложениях

1 = R0(f) = · · · = Rµ1−1(f) < Rµ1(f) = · · · = Rµ1+µ2−1(f) <

Rµ1+µ2(f) = · · · = Rm−1(f)

и т.д. Таким образом, теорема 1 доказана без всяких дополнительных
предположений. £

1.2.4 Видоизмененный вариант основной теоремы

Напомним, что в предположениях (0.11) теоремы 1 функции ϕ(z), αn(z),
αn,ν(z) голоморфны в некоторой окрестности кольца {e−δR0(f) ≤ |z| ≤
eδRm−1(f)}. Предположим, что эти функции голоморфны в некоторой
окрестности множества {|z| ≥ e−δR0(f)}, включая точку z = ∞ (или
имеют в точке z = ∞ полюс). Тогда в условиях теоремы 1 можно от-
казаться от предположения Rm−1(f) < ∞. А именно, имеет место сле-
дующий вариант теоремы 1, который, являясь по сути дела частным
случаем теоремы 1, тем не менее иногда оказывается более удобным в
использовании.

Теорема 1.2. Пусть m ∈ N, ϕ – функция, голоморфная и одно-
листная в области D = {|z| > 1} и имеющая простой полюс в точке
z = ∞, αn, αn,ν (n ∈ N, ν = 0, . . . , m − 1) – функции, голоморфные в
D∞ = D ∪ {∞} и имеющие равномерные на множествах Dε,∞ = {|z| ≥
1 + ε} ∪ {∞} (ε > 0) пределы

lim
n→∞

αn(z) = α(z) 6≡ 0 , lim
n→∞

αn,j(z) ≡ 1 , j = 0, . . . ,m− 1 ,
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f(z) – ряд Лорана такой, что

limn→∞|f−n|1/n ≤ 1 , limn→∞|fn|1/n < 1

и имеют место равенства

[fϕjαnαn,j]n = 0 , n ∈ N , j = 0, . . . , m− 1 . (1.213)

Тогда либо f мероморфно продолжается в D∞ и имеет не более m− 1
конечных полюсов (с учетом кратностей), либо Rm−1(f) < ∞ и имеют
место все утверждения теоремы 1.

Доказательство теоремы 1.2. Если Rm−1(f) < ∞, то теорема 1.2
является непосредственным следствием теоремы 1. Поэтому будем пред-
полагать, что Rm−1(f) = ∞. Не ограничивая общности рассуждений,
можно считать, что

αn(z) =
∞∑

p=0

αn,−pz
−p , αn,ν(z) =

∞∑
p=0

αn,ν,−pz
−p , ϕ(z) =

∞∑
p=−1

ϕ−pz
−p ,

(1.214)
где αn,0 = αn,ν,0 = ϕ1 = 1. Обозначим через λ1, . . . , λµ, µ ≤ m − 1, все
полюсы функции f в кольце {1 < |z| < ∞} (как и ранее, для упрощения
записи будем предполагать, что эти полюсы простые) и положим

g(z) = f(z)×
{

1 , еслиµ = 0∏µ
j=1(ϕ(z)− ϕ(λj)) , еслиµ ≥ 1

. (1.215)

Заметим, что функция g(z) =
∑∞

p=−∞ gpz
p голоморфна в D и, следова-

тельно, limn→∞ |gn|1/n = 0. Положим

βn(z) = αn(z)

∑µ
j=0 xn,jαn,j(z)ϕj(z)∏µ
j=1(ϕ(z)− ϕ(λj))

, (1.216)

где xn,µ = 1, а xn,0, . . . , xn,µ−1 подбираются таким образом, чтобы функ-
ции βn(z) были голоморфны в D∞. Другими словами xn,0, . . . , xn,µ−1 -
это решение линейной системы уравнений

µ−1∑
j=0

xn,jαn,j(λi)ϕ
j(λi) = −αn,µ(λi)ϕ

µ(λi) , i = 1, . . . , µ . (1.217)

Покажем, что определитель
∣∣∣∣∣∣

αn,0(λ1) αn,1(λ1)ϕ(λ1) . . . αn,µ−1(λ1)ϕ
µ−1(λ1)

. . . . . . . . . . . .
αn,0(λµ) αn,1(λµ)ϕ(λ1) . . . αn,µ−1(λµ)ϕµ−1(λ1)

∣∣∣∣∣∣
(1.218)
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системы (1.217) отличен от 0 при всех достаточно больших n. Действи-
тельно, limn→∞ αn,j(z) = 1 при всех j = 0, . . . , µ − 1 равномерно на лю-
бом множестве Dε,∞ (ε > 0) и, следовательно, limn→∞ αn,j−1(λi) = 1, при
всех j, i = 1, . . . , µ. Поэтому определитель (1.218) стремится при n →∞
к определителю Вандермонда

∣∣∣∣∣∣

1 ϕ(λ1) . . . ϕµ−1(λ1)
. . . . . . . . . . . .
1 ϕ(λµ) . . . ϕµ−1(λµ)

∣∣∣∣∣∣

чисел ϕ(λ1), . . . , ϕ(λµ). Так как эти числа попарно различны в силу одно-
листности функции ϕ(z) в D, то их определитель Вандермонда отличен
от 0.

Таким образом при всех достаточно больших n система уравнений
(1.217) имеет решение. При этом существуют пределы limn→∞ xn,j = xj,
j = 0, . . . , µ − 1, и функции βn(z), определенные равенством (1.216),
голоморфны в D∞ и имеют предел limn→∞ βn(z) = α(z), равномерный в
Dε,∞ (ε > 0).

Из равенств (1.214) и (1.216) следует, что при достаточно больших n
разложение в ряд Лорана функций βn(z) имеет следующий вид

βn(z) =
∞∑

p=0

βn,−pz
−p , (1.219)

где βn,0 = 1, а коэффициенты βn,−p оцениваются с учетом вышесказан-
ного неравенством

|βn,−p| ≤ C(1 + ε)p , p ∈ N , (1.220)

где ε > 0 сколь-угодно мало, C = C(ε) - некоторая положительная по-
стоянная, не зависящая ни от n, ни от p.

Так как µ ≤ m−1, из равенств (1.215), (1.216) и системы соотношений
(1.213) получаем равенство

[g(z)βn(z)]n =

µ∑
j=0

xn,j[f(z)αn(z)αn,j(z)ϕj(z)]n = 0 , n ∈ N . (1.221)

Из равенств (1.221), (1.219) и неравенства (1.220) получаем неравенство

0 =
∣∣
∞∑

p=0

gn+pβn,−p

∣∣ ≥ |gn| − C

∞∑
p=1

|gn+p|(1 + ε)p , n ∈ N . (1.222)
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Предположим, что gn 6= 0 для бесконечного множества натуральных
индексов n. Тогда из равенства limn→∞ |gn|1/n = 0 следует, что найдутся
числа n1 ∈ N и η > 0 такие, что

|gn1|1/n1 = η , |gn|1/n ≤ η при всех n > n1 и
∞∑

p=1

ηp(1 + ε)p < C−1 .

Тогда из неравенства (1.222) при n = n1 получаем неравенство

0 ≥ ηn1

(
1− C

∞∑
p=1

ηp(1 + ε)p

)
> 0 .

Полученное противоречие показывает, что gn = 0 при всех n ≥ n2. Так
как

f(z) = g(z)×
{

1 , еслиµ = 0∏µ
i=1(ϕ(z)− ϕ(λi))

−1 , еслиµ ≥ 1
,

то это означает, что функция f(z) f мероморфна в D∞ и имеет не более
m−1 конечных полюсов (с учетом кратностей). Таким образом теорема
1.2 доказана.

1.3 Уточнение двумерного векторного варианта тео-
ремы Пуанкаре–Перрона

В работе автора [6] показано, что векторная формулировка теоремы
Пуанкаре-Перрона допускает определенное уточнение при любом k ≥ 2.
Однако это уточнение наиболее естественно и просто формулируется
в случае k = 2, которым мы здесь и ограничимся. Именно этот случай
представляет наибольший интерес с точки зрения исследования разност-
ного уравнения (0.6) второго порядка, соответствующего непрерывной
дроби (0.5). Имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть имеется невырожденная линейная система раз-
ностных уравнений 2-го порядка

{
ω1

n = αnω
1
n−1 + βnω2

n−1

ω2
n = γnω1

n−1 + δnω
2
n−1

, n = 1, 2, . . . (1.223)

и пусть при всех n = 1, 2, . . .

|αn|+ |βn| ≤ q(|δn| − |γn|) (1.224)

где q < 1. Тогда
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1◦. Существует единственное (с точностью до постоянного мно-
жителя) нетривиальное решение {νn}∞n=0 = {(ν1

n, ν
2
n)}∞n=0 системы (1.223)

такое, что |ν1
n| ≥ |ν2

n| при всех n = 0, 1, . . . . При этом если limn→∞
γn

δn
=

0, то limn→∞ ν2
n/ν1

n = 0.
2◦. Для всякого решения {un}∞n=0 = {(u1

n, u2
n)}∞n=0, отличного от ис-

ключительного решения {νn}∞n=0, найдется индекс n0 такой, что при
всех n ≥ n0 выполняются неравенства

|u2
n| > |u1

n| и |ν1
n/u2

n| ≤ qn−n0|ν1
n0

/u2
n0
| (1.225)

и, в частности, существует предел limn→∞ ν1
n/u2

n = 0. При этом если
limn→∞

βn

|δn|−|γn| = 0, то limn→∞ u1
n/u2

n = 0.
Заметим, что данная формулировка теоремы 2 немного сильнее той,

которая приведена во введении. Действительно, условие |αn| + |βn| +
|γn| ≤ q|δn| влечет за собой условие (1.224), а в совокупности с предпо-
ложением limn→∞

βn

δn
= 0 влечет также и предположение

limn→∞
βn

|δn|−|γn| = 0 (так как |δn| − |γn| ≥ (1 − q)|δn|, если выполнено
условие |αn|+ |βn|+ |γn| ≤ q|δn|).

Доказательство теоремы 2. Пусть {ωn}∞n=0 = {(ω1
n, ω

2
n)}∞n=0 – ре-

шение системы разностных уравнений (1.223) и пусть |ω2
n0
| > |ω1

n0
|. По-

кажем, что тогда |ω2
n| > |ω1

n| при всех n ≥ n0. Действительно,

|ω1
n0+1| ≤ |αn0+1||ω1

n0
|+ |βn0+1||ω2

n0
| ≤ (|αn0+1|+ |βn0+1|)|ω2

n0
| , (1.226)

|ω2
n0+1| ≥ |δn0+1||ω2

n0
| − |γn0+1||ω1

n0
| ≥ (|δn0+1| − |γn0+1|)|ω2

n0
| (1.227)

Так как |αn| + |βn| > 0 (в силу невырожденности системы (1.223)), то
неравенство (1.224) влечет за собой строгое неравенство |αn| + |βn| <
|δn| − |γn|. Отсюда и из неравенств (1.226)-(1.227) следует неравенство
|ω1

n0+1| < |ω2
n0+1|, которое в свою очередь аналогичным образом влечет

неравенство |ω1
n0+2| < |ω2

n0+2| и т.д.
Далее, будем говорить, что решение {ωn}∞n=0 = {(ω1

n, ω
2
n)}∞n=0 системы

разностных уравнений (1.223) является решением общего или исключи-
тельного типов, если найдется индекс n0 такой, что |ω2

n0
| > |ω1

n0
|, или

соответственно такого индекса не существует, т.е. |ω2
n| ≤ |ω1

n| при всех
n = 0, 1, . . . .

Покажем, что решение исключительного типа существует и един-
ственно с точностью до постоянного множителя. Обозначим через An

линейный оператор, переводящий вектор ω = (ω1, ω2) в вектор Anω =
(αnω

1 +βnω2, γnω
1 +δnω

2). Обратный оператор, который определен в си-
лу невырожденности системы уравнений (1.223), обозначим через A−1

n .
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Положим en = (An . . . A1)
−1e, где e = (1, 0). Из последовательности век-

торов en

‖en‖ , n = 1, 2, . . . (под нормой вектора понимается максимум мо-
дуля его координат) выберем сходящуюся подпоследовательность:
limn∈Λ

en

‖en‖ = ν. Очевидно, что последовательность векторов {νn}∞n=0,
определяемая рекуррентным образом так, что ν0 = ν и νn = Anνn−1,
n = 1, 2, . . . является решением системы (1.223). Покажем, что это ре-
шение {νn}∞n=0 является решением исключительного типа. Предположим
противное, а именно, предположим, что |ν2

n0
| > |ν1

n0
| при некотором n0.

Так как An0 . . . A1 - непрерывный оператор, то найдется вектор µ =
en1

‖en1‖
,

n1 ∈ Λ, n1 ≥ n0 столь близкий к вектору ν, что

‖An0 . . . A1

(
µ− ν

)‖ < ε , где ε =
|ν2

n0
| − |ν1

n0
|

2
> 0 . (1.228)

Рассмотрим решение {µn}∞n=0 = {An . . . A1µ}∞n=0 системы уравнений
(1.223). Неравенство (1.228) означает, что любая из двух координат век-
тора µn0

отличается от соответствующей координаты вектора νn0 мень-
ше, чем на ε. Следовательно,

|µ1
n0
| < |ν1

n0
|+ ε = |ν2

n0
| − ε < |µ2

n0
| .

По уже доказанному отсюда следует, что |µ2
n| > |µ1

n| при всех n ≥ n0. В
частности, при n = n1 имеем неравенство |µ2

n1
| > |µ1

n1
|. Это неравенство

невозможно, так как

µn1
= An1 . . . A1µ = An1 . . . A1

en1

‖en1‖
= An1 . . . A1

(An1 . . . A1)
−1e

‖en1‖
=

e

‖en1‖
=

(1, 0)

‖en1‖
.

Полученное противоречие показывает, что |ν2
n| ≤ |ν1

n| при всех
n = 0, 1, . . . . Таким образом решение исключительного типа существует.

Докажем неравенство
∣∣∣∣
ν1

n

u2
n

∣∣∣∣≤ qn−n0

∣∣∣∣
ν1

n0

u2
n0

∣∣∣∣ , n ≥ n0 , (1.229)

в котором {νn}∞n=0 - произвольное решение исключительного типа,
{un}∞n=0 - произвольное решение общего типа, n0 - любой из индексов,
для которых выполняется неравенство |u2

n0
| > |u1

n0
|. Действительно, для

решения {νn}∞n=0 исключительного типа при всех n = 0, 1, . . . имеют
место неравенства

|ν1
n| ≤ |αn||ν1

n−1|+ |βn||ν2
n−1| ≤ (|αn|+ |βn|)|ν1

n−1| , (1.230)
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а для решения {un}∞n=0 общего типа - при всех n ≥ n0 неравенства (1.227).
Поэтому, учитывая неравенство (1.224), получаем неравенство

∣∣∣∣
ν1

n

u2
n

∣∣∣∣≤
(|αn|+ |βn|)|ν1

n−1|
(|δn| − |γn|)|u2

n−1|
≤ q

∣∣∣∣
ν1

n−1

u2
n−1

∣∣∣∣≤ · · · ≤ qn−n0

∣∣∣∣
ν1

n0

u2
n0

∣∣∣∣ .

Докажем единственность решения {νn}∞n=0 исключительного типа.
Предположим, что существуют два линейно независимых решения
{νn}∞n=0 и {µn}∞n=0 исключительного типа. Тогда решение {κn}∞n=0 =
{An . . . A1κ}∞n=0, где κ = (0, 1), являющееся решением общего типа (в
качестве индекса n0 можно взять n0 = 0) можно представить в виде

{κn}∞n=0 = C1{νn}∞n=0 + C2{µn}∞n=0 .

Отсюда, пользуясь определением решений исключительного типа и нера-
венством (1.229), при всех n = 0, 1, . . . получаем неравенство

1 =

∣∣∣∣
C1ν

2
n + C2µ

2
n

κ2
n

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣C1

ν1
n

κ2
n

∣∣∣∣+
∣∣∣∣C2

µ1
n

κ2
n

∣∣∣∣≤ qn(|C1ν
1
0 |+ |C2µ

1
0|) ,

которое невозможно, так как qn → ∞ при n → ∞. Таким образом най-
денное решение {νn}∞n=0 исключительного типа единственно (с точно-
стью до постоянного множителя).

Из равенства νn+1 = An+1νn следует равенство

νn = A−1
n+1νn+1 =

1

αn+1δn+1 − βn+1γn+1

(
δn+1 −βn+1

−γn+1 αn+1

)
νn+1

Поэтому, учитывая неравенство (1.224), имеем неравенство

∣∣∣∣
ν2

n

ν1
n

∣∣∣∣≤
|γn+1|+ |αn+1|

∣∣ν2
n+1

ν1
n+1

∣∣
|δn+1| − |βn+1| ≤ |γn+1|

|δn+1|(1− q)
+ q

∣∣∣∣
ν2

n+1

ν1
n+1

∣∣∣∣ . (1.231)

Если limn→∞
γn

δn
= 0, то, устремляя n к бесконечности по подпоследова-

тельности Λ, для которой

ρ = limn→∞

∣∣∣∣
ν2

n

ν1
n

∣∣∣∣= lim
n∈Λ

∣∣∣∣
ν2

n

ν1
n

∣∣∣∣ ,

из неравенства (1.231) получаем неравенство ρ ≤ qρ. Так как q < 1 и
ρ ≤ 1, то отсюда следует, что ρ = 0. Таким образом limn→∞

ν2
n

ν1
n

= 0, что
завершает доказательство утверждения 1◦ теоремы.
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Утверждение 2◦ завершается аналогично. Из неравенств (1.226)-(1.227)
с учетом неравенства (1.224) при n ≥ n0 имеем неравенство

∣∣∣∣
u1

n+1

u2
n+1

∣∣∣∣≤
|αn+1|

∣∣u1
n

u2
n

∣∣ + |βn+1|
|δn+1| − |γn+1| ≤ q

∣∣u1
n

u2
n

∣∣ +
|βn+1|

|δn+1| − |γn+1| . (1.232)

Пусть limn→∞
βn

|δn+1|−|γn+1| = 0. Тогда, устремляя n к бесконечности по
подпоследовательности Γ, для которой

σ = limn→∞

∣∣∣∣
u1

n

u2
n

∣∣∣∣= lim
n∈Γ

∣∣∣∣
u1

n+1

u2
n+1

∣∣∣∣

из неравенства (1.232) получаем неравенство σ ≤ qσ. Так как q < 1 и
σ ≤ 1, то σ = 0 и limn→∞

u1
n

u2
n

= 0. Таким образом теорема 2 доказана. £
Доказательство следствия 1 теоремы 2. Фиксируем положи-

тельные числа q и θ такие, что

limn→∞|λn,2|
|λ| < q < 1 , θ < q|λ| − limn→∞|λn,2| .

Пусть {fn}∞n=−1 - решение разностного уравнения (0.6). Тогда при
всех n = 0, 1, . . .

fn+1 − λfn = (bn+1 − λ)fn + an+1fn−1

или, что то же самое,

θ−1(fn+1− λfn) = (bn+1− λ)θ−1(fn−λfn−1) + θ−1(an+1 + bn+1λ− λ2)fn−1 .

Поэтому вектор

{(ω1
n, ω2

n)}∞n=−1 = {(θ−1(fn+1 − λfn), fn)}∞n=−1

является решением системы уравнений (1.223) с коэффициентами

αn = bn+1 − λ , βn = θ−1(an+1 + bn+1λ− λ2) , γn = θ , δn = λ . (1.233)

И наоборот, если {(ω1
n, ω2

n)}∞n=−1 - решение системы уравнений (1.223)
с указанными коэффициентами, то последовательность {fn}∞n=−1 =
{ω2

n}∞n=−1 является решением разностного уравнения (0.6). Действитель-
но, учитывая, что

θω1
n−1 = ω2

n − λω2
n−1 = fn − λfn−1 ,
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имеем равенства

fn+1 = ω2
n+1 = θω1

n+λω2
n = θ(bn+1−λ)ω1

n−1+(an+1+bn+1λ−λ2)ω2
n−1+λω2

n =

(bn+1−λ)(fn−λfn−1)+(an+1 +bn+1λ−λ2)fn−1 +λfn = bn+1fn +an+1fn−1 .

С учетом теоремы Виета из явного вида (1.233) коэффициентов αn,
βn, γn, δn, условий следствия 1 теоремы 2 и выбора числа θ имеем нера-
венство

limn→∞
(|αn|+ |βn|+ |γn| − q|δn|

)
=

limn→∞
(|bn − λ|+ θ−1|an+1 + bn+1λ− λ2|) + θ − q|λ| =

limn→∞
(|λn,1 + λn,2 − λ|+ θ−1|(λn,1 − λ)(λn,2 − λ)|) + θ − q|λ| ≤

limn→∞
(|λn,1 − λ|+ |λn,2|+ θ−1|λn,1 − λ|(|λn,2|+ |λ|)) + θ − q|λ| =

limn→∞|λn,2|+ θ − q|λ| < 0 .

Следовательно, при достаточно больших n задаваемые равенством (1.233)
коэффициенты системы уравнений (1.223) удовлетворяют неравенствам

|αn|+ |βn|+ |γn| ≤ q|δn| , n ≥ n0 ,

т.е. при n ≥ n0 имеют место предположения упрощенного (сформулиро-
ванного во введении) варианта теоремы 2. Кроме того,

lim
n→∞

∣∣βn

δn

∣∣ = lim
n→∞

θ−1|an+1 + bn+1λ− λ2|
|λ| =

θ−1

|λ| lim
n→∞

|λn,1−λ|(|λn,2−λ|) = 0 ,

так как по условиям следствия limn→∞ λn,1 = λ, limn→∞|λn,2| < λ.
Заметим, что условие an 6= 0, n = 1, 2, . . . , означает невырожденность

системы уравнений (1.223) и, следовательно, всякое решение {ωn}∞n=n0

может быть однозначно продолжено до решения {ωn}∞n=−1. По утвер-
ждению 2◦ теоремы 2 для всех решений {ω1

n, ω2
n)}∞n=−1 системы уравнений

(1.223), за исключением единственного решения {(ν1
n, ν2

n)}∞n=−1 существу-
ет предел limn→∞

ω1
n

ω2
n

= 0. Это означает, что для всех решений {fn}∞n=−1

разностного уравнения (0.6), за исключением единственного решения
{hn}∞n=−1 существует предел limn→∞

θ−1(fn+1−λfn)
fn

= 0. Это эквивалентно
существованию предела limn→∞

fn+1

fn
= λ.

Далее, для единственного решения {(ν1
n, ν

2
n)}∞n=−1 системы уравне-

ний (1.223) выполняются неравенства |ν1
n| ≥ |ν2

n|, а по утверждению
2◦ теоремы 2 существует предел limn→∞

ν1
n

ω2
n

= 0, а следовательно, и

предел limn→∞
ν2

n

ω2
n

= 0. Это означает, что для единственного решения
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{hn}∞n=−1 выполняются неравенства θ−1|hn+1 − λhn| ≥ |hn| и, следова-
тельно, limn→∞|hn+1

hn
− λ| ≥ θ > 0, и существует предел limn→∞ hn

fn
=

limn→∞
ν2

n

ω2
n

= 0. Таким образом следствие 1 теоремы 2 доказано. £

Доказательство следствия 2 теоремы 2. Фиксируем положи-
тельные числа q и θ такие, что

|λ|
limn→∞|λn,2| < q < 1 , θ < qlimn→∞|λn,2| − |λ| .

Как и при доказательстве следствия 1 теоремы 2 нетрудно проверить,
что последовательность векторов

{(ω1
n, ω2

n)}∞n=−1 = {(fn, θ−1(fn+1 − λfn))}∞n=−1

(эта последовательность получается из последовательности векторов,
рассмотренной при доказательстве следствия 1 перестановкой их коор-
динат) является решением системы уравнений (1.223) при

αn = λ , βn = θ , γn = θ−1(an+1 + bn+1λ−λ2) , δn = bn+1−λ . (1.234)

С учетом теоремы Виета из условий следствия 2 и выбора числа θ
получаем неравенство

limn→∞
(
q|δn| − |αn| − |βn| − |γn|

)
=

limn→∞
(
q|bn+1 − λ| − |λ| − θ − θ−1|an+1 + bn+1λ− λ2|) ≥

limn→∞
(
q|λn,2| − q|λ− λn,1| − θ−1|λ− λn,1|(|λ|+ |λn,2|)

)− |λ| − θ ≥
limn→∞|λn,2|

(
q − θ−1|λ− λn,1|

)− |λ| − θ = limn→∞q|λn,2| − |λ| − θ > 0 .

Следовательно, при достаточно больших n задаваемые равенствами (1.234)
коэффициенты системы уравнений (1.223) удовлетворяют неравенствам

|αn|+ |βn|+ |γn| ≤ q|δn| , n ≥ n0 ,

т.е. при n ≥ n0 имеют место предположения упрощенного (сформулиро-
ванного во введении) варианта теоремы 2. Кроме того,

lim
n→∞

γn

δn

= lim
n→∞

θ−1(an+1 + bn+1λ− λ2)

|λ− bn+1| = lim
n→∞

θ−1|λ− λn,1||λ− λn,2|
|λn,2| − |λ− λn,1| = 0 .

Поэтому по утверждению 1◦ теоремы 2 для исключительного решения
{(ν1

n, ν2
n)}∞n=−1 системы уравнений (1.223) существует предел limn→∞

ν2
n

ν1
n

=
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0, а по утверждению 2◦ теоремы 2 для всех других решений {(ω1
n, ω

2
n)}∞n=−1

выполняются неравенства |ω2
n| > |ω1

n| при всех достаточно больших n.
Это означает, что для исключительного решения {hn}∞n=−1 разностно-
го уравнения (0.6) существует предел limn→∞

θ−1(hn+1−λhn)
hn

= 0, т.е. су-
ществует предел limn→∞

hn+1

hn
= λ, в то время как для всех других ре-

шений {fn}∞n=−1 разностного уравнения (0.6) выполняются неравенства∣∣ θ−1(fn+1−λfn)
fn

∣∣ > 1 при всех достаточно больших n, т.е. limn→∞
∣∣fn+1

fn
−λ| ≥

θ > 0. Кроме того, по утверждению 2◦ теоремы 2 limn→∞
ν1

n

ω2
n

= 0. Сле-
довательно, limn→∞ hn

fn+1−λfn
= 0. Таким образом следствие 2 теоремы 2

доказано. £
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2 Гипотеза Гончара для строк обобщенных
аппроксимаций Паде

Напомним, что (классической) аппроксимацией Паде типа (n,m), где n
и m - целые неотрицательные числа, степенного ряда (0.1) называется
рациональная функция [n/m]f = Pn,m/Qn,m такая, что выполнено усло-
вие (0.2) и (Qn,mf − Pn,m)(z) = Azn+m+1 + . . . .

Как было отмечено во введении, коэффициенты многочлена Qn,m(z),
являющегося знаменателем аппроксимации [n/m]f , удовлетворяют си-
стеме равенств (0.3). Легко проверяется, что системе равенств (0.3) удо-
влетворяют коэффициенты многочлена

Qn,m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

fn+1 . . . fn+1−m

. . . . . . . . .
fn+m . . . fn

1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.1)

При предположении о сходимости хотя бы одного полюса m-й строки
таблицы Паде со скоростью геометрической прогрессии А.Гончар [21]
доказал следующую теорему.

Теорема (А.Гончар). Пусть λ 6= 0 - фиксированная точка комплекс-
ной плоскости. Следующие утверждения эквивалентны.

1◦. Ровно l (l ≥ 1) полюсов m-й строки таблицы Паде ряда (0.1)
стремятся к λ со скоростью геометрической прогрессии.

2◦. Rm(f) > |λ| и степенной ряд (0.1) имеет в точке λ полюс крат-
ности l (l ≥ 1).

В случае отсутствия дополнительных предположений о скорости схо-
димости полюсов аппроксимаций Паде, автор [3] доказал, что если ровно
l (l ≥ 1) полюсов m-й строки таблицы Паде степенного ряда (0.1) стре-
мятся к λ 6= 0 и некоторая окрестность точки λ не содержит других
полюсов аппроксимаций Паде, то Rm(f) ≥ |λ| и в случае строгого нера-
венства Rm(f) > |λ| точка λ является полюсом степенного ряда (0.1)
кратности l.

В тех же предположениях С.Суетин доказал, что точка λ является
особой точкой и в случае Rm(f) = |λ|. Частным случаем этого утвержде-
ния является сформулированная во введении теорема Суетина (гипотеза
Гончара), в которой предполагается, что все полюсы аппроксимаций Па-
де имеют пределы. Отметим, что усиленный вариант гипотезы Гончара
(без дополнительных предположений о том, что некоторая окрестность

111



точки λ не содержит других полюсов аппроксимаций Паде) не доказан
до сих пор.

Гипотеза (Гончар). Пусть limn→∞ λn = λ 6= 0, где λn – полюс m-й
строки таблицы аппроксимаций Паде ряда (0.1). Тогда Rm−1(f) ≥ |λ|,
и λ – особая точка ряда (0.1).

2.1 Гипотеза Гончара для строк таблицы многото-
чечных аппроксимаций Паде

Напомним, что необходимые обозначения и определение многоточечных
аппроксимаций Паде приведены во введении. Опираясь на полученную
им формулу (0.23), А.Гончар показал (в устном виде без последующей
публикации), что теорема Фабри может быть распространена на случай
m-й строки таблицы многоточечных аппроксимаций Паде при дополни-
тельных предположениях о сходимости полюсов со скоростью геомет-
рической прогрессии.

Теорема (А.Гончар). Пусть F - функция, голоморфная в окрестно-
сти ограниченного континуума E со связным дополнением, узлы таб-
лицы интерполяции удовлетворяют условию (0.22) и при всех доста-
точно больших n m-я строка таблицы многоточечных аппроксимаций
Паде имеет ровно m конечных полюсов τn,1, . . . , τn,m, стремящихся к
пределам τ1, . . . , τm со скоростью геометрической прогрессии limn→∞|τn,j−
τj|1/n = δj < 1, j = 1, . . . , m. Тогда:

1◦. τj ∈ C \ E, j = 1, . . . , m.
2◦. ρm(F ) = δ−1

j |ψ(τj)|, j = 1, . . . , m.
3◦. Все точки τ1 . . . τm (и только они) являются полюсами функции

F (с учетом кратностей) в Dρm(F ).

В этом параграфе будет доказана сформулированная во введении
теорема 3, т.е. будет доказана гипотеза Гончара для m-й строки таблицы
многоточечных аппроксимаций Паде без дополнительных предположе-
ний на скорость сходимости полюсов аппроксимаций.

Доказательство теоремы 3. Пусть Pn,m/Qn,m – многоточечная ап-
проксимация Паде типа (n,m) функции F , голоморфной в некоторой
окрестности континуума E, Γ - контур, охватывающий континуум E и
лежащий в области голоморфности функции F . Так как по определению
многоточечных аппроксимаций Паде функция (Qn,mF−Pn,m)(z)

ωn+m+1(z)
голоморф-

на в окрестности E, то при всех ν = 0, 1, . . . имеют место равенства
∫

Γ

(Qn,mF − Pn,m)(t)

ωn+m+1(t)
tνdt = 0 . (2.2)
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Так как deg Pn,m ≤ n, а deg ωn+m+1 = n + m + 1 и все корни многочлена
ωn+m+1 лежат на E, то

∫

Γ

Pn,m(t)

ωn+m+1(t)
tνdt = 0 , ν = 0, 1, . . . ,m− 1 . (2.3)

Из равенств (2.2) и (2.3) следует, что коэффициенты многочлена Qn,m

удовлетворяют системе m равенств
∫

Γ

Qn,m(t)F (t)

ωn+m+1(t)
tνdt = 0 , ν = 0, 1, . . . ,m− 1 . (2.4)

Пусть φ(z) = ψ−1(z), f(z) = F
(
φ(z)

)
. Положим

αn(z) = z−mQn,m

(
φ(z)

)cn+m+1zn+m+1

ωn+m+1(φ(z))
φ′(z) .

Так как многочлены Qn,m(z) по предположению теоремы 3 имеют пре-
делы limn→∞ Qn,m(z) =

∏m
j=1(z − τj), то с учетом условия (0.22), нало-

женного на многочлены ωn, функции αn(z) тоже имеют пределы

lim
n→∞

αn(z) = α(z) =
1

ω
(
φ(z)

)φ′(z)z−m

m∏
j=1

(φ(z)− τj) , (2.5)

равномерные внутри |z| > 1, причем предельная функция α(z) имеет в
|z| > 1 не более m нулей, и эти нули лежат среди точек λj = ψ(τj), где
τj ∈ C \ E.

Пусть γ = ψ(Γ). Тогда с учетом равенств (2.4) при ν = 0, . . . ,m − 1
имеет место следующая цепочка равенств

[fαnφν ]n =
1

2πi

∫

γ

f(z)αn(z)φν(z)

zn+1
dz =

cn+m+1

2πi

∫

γ

F
(
φ(z)

)
Qn,m(φ(z))φν(z)

ωn+m+1(φ(z))
φ′(z)dz =

cn+m+1

2πi

∫

Γ

F (t)Qn,m(t)tν

ωn+m+1(t)
dt = 0 .

Таким образом для функции f(z) = F
(
φ(z)

)
, голоморфной в некотором

кольце 1 < |z| < ρ (ρ > 1), и функций αn(z), αn,ν(z) ≡ 1 (ν = 0, . . . , m−1)
и ϕ(z) = φ(z) выполнены все предположения теоремы 1.2. Заметим, что
функция f не является мероморфной в |z| > 1 (включая точку z = ∞)
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функцией, имеющей не более m − 1 конечных полюсов (с учетом крат-
ностей), так как иначе функция F являлась бы мероморфной функцией
во всей комплексной плоскости (включая точку z = ∞), имеющей не бо-
лее m− 1 конечных полюсов, т.е. являлась бы рациональной функцией
F (z) = P (z)

Q(z)
, где deg Q ≤ m− 1. В этом случае многоточечные аппрокси-

мации Паде типа (n,m) функции F при достаточно больших n совпадали
бы с P (z)

Q(z)
и имели бы не более m − 1 полюсов, что противоречит пред-

положениям теоремы 3. Следовательно, по теореме 1.2 Rm−1(f) < ∞
и имеют место утверждения теоремы 1. По утверждению 1◦ теоремы 1
предельная функция α(z) имеет не менее m нулей, лежащих в кольце
R0(f) ≤ |z| ≤ Rm−1(f). Отсюда и из явного вида (2.5) функции α полу-
чаем, что функция α имеет ровно m нулей λ1 = ψ(τ1), . . . , λm = ψ(τm) и
τj ∈ C \ E при всех j = 1, . . . ,m. По утверждению 2◦ теоремы 1 точки
λ1, . . . , λm – особые точки функции f и |λj| = Rj−1(f) (при надлежа-
щим образом выбранной нумерации). Следовательно, ρj−1(F ) = |ψ(τj)|,
j = 1, . . . , m, точки τ1, . . . , τm – особые точки функции F и других по-
люсов в области Dρm−1(f) функция F не имеет. Теорема 3 доказана. £

Обратим внимание на то, что при m = 1 полюс первой строки таб-
лицы многоточечных аппроксимаций Паде равен отношению

∫

Γ

tF (t)

ωn+2(t)
dt

/∫

Γ

F (t)

ωn+2(t)
dt ,

а не отношению An/An+1, где An = 1
2πi

∫
Γ

F (t)
ωn+1(t)

dt – коэффициент, фигу-
рирующий в правой части формулы Гончара (0.23). Поэтому при m = 1
имеет смысл отметить следующий вариант теоремы 3.

Аналог теоремы Фабри для интерполяционных процессов.
Пусть E – ограниченный континуум со связным дополнением, ωn(z)
– последовательность многочленов с нулями на E, удовлетворяющих
условию (0.22), F – функция, голоморфная в некоторой окрестности
континуума E, и пусть существует предел limn→∞ An/An+1 = λ, где
An = 1

2πi

∫
Γ

F (t)
ωn+1(t)

dt, Γ – контур, охватывающий континуум E и ле-
жащий в области голоморфности функции F . Тогда |λ| > c, где c –
емкость континуума E, функция F (z) голоморфно продолжается в об-
ласть E ∪ {c|ψ(z)| < |λ|} и ψ−1(λ/c) – особая точка функции F , лежа-
щая на границе этой области.

Доказательство аналога теоремы Фабри для интерполяцион-
ных процессов. В обозначениях, использованных при доказательстве
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теоремы 3, имеем равенство

An =
1

2πi

∫

Γ

F (t)

ωn+1(t)
dt =

1

2πi

∫

γ

F
(
φ(z)

)

ωn+1

(
φ(z)

)φ′(z)dz =
[f(z)gn+1(z)]n

cn+1
,

где gn(z) = cnzn

ωn

(
φ(z)

) ⇒ g(z) 6= 0, |z| > 1.

Полагая

λn =
An

An+1

, αn(z) = gn+1(z)− λnc−1gn+2(z)z−1 ,

имеем равенство

[f(z)αn(z)]n = cn+1An − λnc−1cn+2An+1 = 0

и равенство
lim

n→∞
αn(z) = g(z)(1− λc−1z−1) .

По теореме 1.2 отсюда следует, что либо функция f голоморфна в |z| > 1
и в точке z = ∞ имеет полюс, что невозможно (так как иначе функция
F является многочленом и, следовательно, An = 0 при всех достаточ-
но больших n), либо |λ/c| = R0(f) и λ/c – особая точка функции f .
Это означает, что функция F (z) голоморфно продолжается в область
E ∪ {|ψ(z)| < |λ/c|} и ψ−1(λ/c) – особая точка функции F , лежащая на
границе этой области. Аналог теоремы Фабри для интерполяционных
процессов доказан. £

Укажем теперь пример таблиц интерполяции, удовлетворяющих усло-
вию (0.21) и не удовлетворяющих более сильному условию (0.22), для
которых формула (0.23) Гончара для канонической области голоморф-
ности не верна.

Пусть E = {|z| ≤ 1}, ωn(z) = zn−1(z − ζn−1), где ζ = 3
√

1 = −1+
√

3i
2

,
n = 1, 2, . . . , - последовательность многочленов, нули которых лежат на
E и определяют таблицу узлов интерполяции. Легко видеть, что ψ(z) =
z и имеют место точные равенства

ω3n+k(z)

ψ3n+k(z)
= 1− ζk−1

z
, k = 0, 1, 2 ,

причем правая часть этих равенств не обращается в 0 при z ∈ C \ E.
Следовательно, указанная таблица узлов интерполяции удовлетворяет
условию (0.21).
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Рассмотрим рациональную функцию

F (z) =
(a + bz + cz2)(z3 − 1)

1− tz3
, (2.6)

где t - корень, по модулю меньший 1, многочлена z2 +(1−3ζ2)z+1, a, b, c
- ненулевое решение линейной однородной системы уравнений





a + b + c = 0

ζ2ta + b + ζc = 0

ζ2ta + ζtb + c = 0

(2.7)

(легко проверяется, что определитель системы (2.7) равен t2+(1−3ζ2)t+
1 = 0).

Так как все полюсы рациональной функции F по модулю равны
|t|−1/3, то функция F голоморфна в канонической области Dρ, где ρ =
|t|−1/3 > 1, и не продолжается голоморфно ни в какую большую область.
Из равенства

F (z)

ωn+1(z)
=

(a + bz + cz2)(z − ζn)(z − ζn+1)(z − ζn+2)

(1− tz3)zn(z − ζn)
=

(a + bz + cz2)(z2 + ζnz + ζ2n)z−n

∞∑

k=0

tkz3k =

(cz4 + (b + ζnc)z3 + (a + ζnb + ζ2nc)z2 + (ζna + ζ2nb)z + ζ2na
)
z−n

∞∑

k=0

tkz3k

и системы равенств (2.7) следует, что коэффициент при z−1 разложения
функции F (z)

ωn+1(z)
в ряд Лорана обращается в 0 в силу системы уравнений

(2.7) при всех n = 1, 2, . . . . Поэтому
∫
Γ

F (z)
ωn+1(z)

dz = 0 при всех n = 1, 2, . . . ,
что противоречит формуле Гончара (0.23).

2.2 Гипотеза Гончара для строк таблицы аппрокси-
маций Паде ортогональных разложений

Пусть σ(x) - неубывающая функция на отрезке [−1, 1] с бесконечным
множеством точек роста, Pn(z) = cnz

n + . . . , n = 0, 1, . . . - последова-
тельность ортонормированных на [−1, 1] многочленов

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dσ(x) =

{
0 , n 6= m

1 , n = m
, n, m = 0, 1, . . . (2.8)

116



П.Коровкин [25] показал, что если емкость множества точек Лебе-
га множества {σ′(x) > 0} равна емкости отрезка [−1, 1] (т.е. 1/2), то
существует равномерный внутри области G = C \ [−1, 1] предел

lim
n→∞

|Pn(z)|1/n = |ψ(z)| , (2.9)

где ψ(z) = z +
√

z2 − 1 - функция (обратная к функции Жуковского),
отображающая область G на внешность единичного круга {|w| ≤ 1},
ψ(∞) = ∞.

Каноническими областями сходимости рядов
∑∞

n=0 FnPn(z) по орто-
нормированным многочленам, удовлетворяющим условию (2.9), являют-
ся эллипсы

Dρ = [−1, 1] ∪ {z ∈ C : |ψ(z)| < ρ} , если ρ > 1 , Dρ = ∅ , если ρ ≤ 1 ,

с фокусами в точках ±1, причем параметр ρ эллипса сходимости ряда∑∞
n=0 FnPn(z) вычисляется по формуле

ρ =
(

lim
n→∞

|Fn|1/n
)−1

, (2.10)

аналогичной формуле (0.19) Коши-Адамара для степенных рядов.
Е.Рахманов [28] показал, что если σ′(x) > 0 почти всюду на отрезке

[−1, 1], то существует равномерный внутри области G предел

lim
n→∞

Pn+1(z)

Pn(z)
= ψ(z) . (2.11)

Известно также [30], что если весовая функция σ(x) удовлетворяет
условию Сеге ∫ 1

−1

ln σ′(x)√
1− x2

dx > −∞ , (2.12)

то существует предел отношения старших коэффициентов ортонорми-
рованных многочленов

lim
n→∞

cn+1/cn = 2 , (2.13)

а также существуют равномерные внутри области G пределы

lim
n→∞

Pn(z)

ψn(z)
= P (z) 6= 0 , (2.14)

lim
n→∞

Hn(z)ψ(z)n+1 = H(z) 6= 0 , (2.15)
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где

Hn(z) =

∫ 1

−1

Pn(x)

z − x
dσ(x) (2.16)

- функции второго рода. Очевидно, что равенство (2.14) влечет за собой
равенство (2.11), которое в свою очередь влечет за собой равенство (2.9).
Отметим также, что весовые функции всех классических ортогональных
многочленов удовлетворяют условию Сеге (2.12).

Хорошо известно, что функция F , голоморфная в некоторой окрест-
ности отрезка [−1, 1], разлагается в ряд F (z) =

∑∞
n=0 FnPn(z), и коэф-

фициенты этого ряда вычисляются по формуле

Fn =

∫ 1

−1

F (x)Pn(x)dσ(x) . (2.17)

Ортогональной аппроксимацией Паде типа (n,m) функции F называ-
ется рациональная функция Pn,m/Qn,m такая, что имеют место условия
(0.2) и равенство

(Qn,mF − Pn,m)(z) =
∞∑

ν=n+m+1

AνPν(z) . (2.18)

Так как deg Pn,m ≤ n, то умножив равенство (2.18) на Pν(x) (ν =
n + 1, . . . , n + m) и проинтегрировав его по отрезку [−1, 1], получим с
учетом равенств (2.8), что коэффициенты многочлена Qn,m удовлетво-
ряют системе m равенств

∫ 1

−1

Qn,m(x)F (x)Pν(x)dσ(x) = 0 , ν = n + 1, . . . , n + m . (2.19)

Пусть ρm(F ) – максимальное из чисел ρ > 1 таких, что функция
F (z) допускает голоморфное продолжение в канонический эллипс Dρ и
имеет там не более m полюсов, m = 0, 1, . . . . В предположении о схо-
димости полюсов m-й строки таблицы ортогональных аппроксимаций
Паде со скоростью геометрической прогрессии С.Суетин [31] доказал
следующую теорему.

Теорема (Суетин). Пусть функция F голоморфна в некоторой окрест-
ности отрезка E = [−1, 1], σ′(x) > 0 почти всюду на [−1, 1] и пусть
для m ∈ N полюсы τn,1, . . . , τn,m m-й строки ортогональных аппрокси-
маций Паде функции F стремятся к пределам τ1, . . . , τm со скоростью
геометрической прогрессии

limn→∞|τn,j − τj|1/n ≤ δ < 1 , j = 1, . . . , m .
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Тогда ρm(F ) ≥ δ−1 max1≤j≤m |ψ(τj)|, где ρm(F ) - m-й эллипс мероморф-
ности функции F , и τ1, . . . , τm - полюсы функции F .

В этом параграфе будет доказана гипотеза Гончара для m-й строки
таблицы аппроксимаций Паде ортогональных разложений без дополни-
тельных предположений на скорость сходимости полюсов аппроксима-
ций.

Теорема 3.2.Пусть σ(x) - неубывающая функция на отрезке [−1, 1],
удовлетворяющая условию Сеге (2.12), F – функция, голоморфная в
некоторой окрестности отрезка E = [−1, 1], и пусть для m ∈ N полю-
сы τn,1, . . . , τn,m m-й строки ортогональных аппроксимаций Паде функ-
ции F стремятся к пределам τ1, . . . , τm. Тогда:

1◦. τj ∈ C \ E, j = 1, . . . , m.
2◦. ρm−1(F ) = max1≤j≤m |ψ(τj)|.
3◦. Все точки τ1 . . . τm являются особыми точками функции F , при-

чем те из них, которые лежат строго внутри области Dρm−1(F ) явля-
ются полюсами и других полюсов функция F в этой области не имеет.

Доказательство теоремы 3.2. Пусть Pn,m/Qn,m – ортогональная
аппроксимация Паде типа (n,m) функции F , Γ - контур, охватывающий
отрезок E = [−1, 1] и лежащий в области голоморфности функции F .
Пусть φ(z) = ψ−1(z) = z+z−1

2
, f(z) = F

(
φ(z)

)
. Положим

hn(z) = Hn(φ(z))zn+1 , (2.20)

где Hn - функции второго рода, определенные равенством (2.16). Из
равенства (2.15) следует, что существует предел

lim
n→∞

hn(z) = h(z) 6= 0 , (2.21)

равномерный внутри {|z| > 1}. Положим γ = ψ(Γ),

αn(z) = z−mQn,m(φ(z))φ′(z)h(z) ,

αn,ν(z) = hn+m−ν(z)/h(z) , ν = 0, . . . , m− 1 .

Из предположений теоремы 3.2 и равенства (2.21) следует, что существу-
ют пределы

lim
n→∞

αn(z) = α(z) = φ′(z)h(z)z−m

m∏
j=1

(φ(z)− τj) ,

lim
n→∞

αn,ν(z) ≡ 1 , ν = 0, . . . , m− 1 ,
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равномерные внутри {|z| > 1}, причем предельная функция α(z) имеет
не более m нулей, и эти нули лежат среди точек λj = ψ(τj), где τj ∈ C\E.
С учетом определения (2.16) функций второго рода имеем следующую
цепочку равенств

[f(z)αn(z)αn,ν(z)zν ]n = [f(z)Qn,m(φ(z))Hn+m−ν(φ(z))zn+1φ′(z)]n =

1

2πi

∫

γ

F (φ(z))Qn,m(φ(z))Hn+m−ν(φ(z))φ′(z)dz =

1

2πi

∫

Γ

F (t)Qn,m(t)Hn+m−ν(t)dt =

1

2πi

∫

Γ

F (t)Qn,m(t)

∫ 1

−1

Pn+m−ν(x)

t− x
dσ(x)dt .

Меняя в последнем из полученных выражений порядок интегрирования,
пользуясь теоремой Коши и учитывая равенства (2.19), получаем при
ν = 0, . . . , m− 1 равенства

[f(z)αn(z)αn,ν(z)zν ]n =

∫ 1

−1

Pn+m−ν(x)F (x)Qn,m(x)dσ(x) = 0 ,

совпадающие с равенствами (0.11) при ϕ(z) = z. Как и выше, отсюда по
теореме 1.2 получаем утверждение теоремы 3.2. £

Обратим внимание на то, что при m = 1 полюс τn первой строки
таблицы многоточечных аппроксимаций Паде равен отношению

τn =

∫ 1

−1

xF (x)Pn+1(x)dσ(x)

/∫ 1

−1

F (x)Pn+1(x)dσ(x) , (2.22)

а не отношению Fn/Fn+1, и отметим следующий вариант теоремы 3.2
при m = 1.

Аналог теоремы Фабри для рядов по ортогональным мно-
гочленам. Пусть коэффициенты ряда

∑∞
n=0 FnPn(z) по ортонормиро-

ванным на отрезке [−1, 1] многочленам, построенным по весовой функ-
ции, удовлетворяющей условию Сеге, таковы, что существует предел
limn→∞ Fn/Fn+1 = λ, |λ| > 1. Тогда ряд сходится равномерно внутри эл-
липса с фокусами в точках ±1, проходящего через точку λ+λ−1

2
, и λ+λ−1

2

- особая точка функции F (z) =
∑∞

n=0 FnPn(z).
Доказательство аналога теоремы Фабри для рядов по ор-

тогональным многочленам. Заметим, что утверждаемая сходимость
ряда следует из формулы (2.10), аналогичной формуле Коши-Адамара
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для степенных рядов. Хорошо известно, что многочлены Pn(z), орто-
нормированые на отрезке [−1, 1], связаны между собой трехчленными
соотношениями

zPn(z) = anPn+1(z) + bnPn(z) + cnPn−1(z) , n = 1, 2, . . . , (2.23)

при этом если весовая функция удовлетворяет условию Сеге, то коэф-
фициенты в этих соотношениях имеют пределы

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn =
1

2
, lim

n→∞
bn = 0 . (2.24)

Умножив равенство (2.23) на F (z) и проинтегрировав его по отрезку
[−1, 1], получим равенство

∫ 1

−1

xF (x)Pn(x)dσ(x) = anFn+1 + bnFn + cnFn−1 .

Деля это равенство на Fn и учитывая равенство (2.22), получаем равен-
ство τn−1 = an

Fn+1

Fn
+ bn + cn

Fn−1

Fn
. Отсюда и равенств (2.24) следует, что

существует предел limn→∞ τn = λ+λ−1

2
. Отсюда по теореме 3.2 при m = 1

получаем требуемое утверждение. £

2.3 Гипотеза Гончара для строк таблицы аппрокси-
маций Паде–Фабера

Пусть E – ограниченный континуум со связным дополнением, ψ - функ-
ция, голоморфно и однолистно отображающая дополнение к E на внеш-
ность единичного круга, ψ(∞) = ∞, Φn(z) (n = 0, 1, . . . ) – многочлены
Фабера для континуума E (т. е. Φn(z) - это полиномиальная составляю-
щая функции ψn(z)). Пусть F (z) - функция, голоморфная в некоторой
окрестности континуума E, и пусть Γ – контур, охватывающий E и ле-
жащий в области голоморфности функции F . Хорошо известно [26], что
функция F (z) разлагается в ряд Фабера

F (z) =
∞∑

ν=0

FnΦn(z) , гдеFn =
1

2πi

∫

Γ

F (t)ψ′E(t)

ψn+1(t)
dt ,

сходящийся равномерно внутри канонической области

Dρ = E ∪ {z ∈ C \ E : |ψ(z)| < ρ} , ρ > 1 .
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Аппроксимацией Паде–Фабера типа (n,m) функции F называется ра-
циональная функция Pn,m/Qn,m такая, что имеют место условия (0.2) и
равенство

(Qn,mF − Pn,m)(z) =
∞∑

ν=n+m+1

AνΦν(z) , z ∈ Dρ , ρ > 1 .

Непосредственно из определения следует, что коэффициенты многочле-
на Qn,m удовлетворяют системе m равенств

∫

Γ

Qn,m(t)F (t)ψ′(t)
ψν+1(t)

dt = 0 , ν = n + 1, . . . , n + m . (2.25)

Пусть ρm(F ) - максимальное из чисел ρ таких, что функция F до-
пускает мероморфное продолжение в каноническую область Dρ и имеет
в этой области не более m полюсов, m = 0, 1, . . . . С.Суетин [31] дока-
зал гипотезу Гончара для m-й строки аппроксимаций Паде–Фабера при
дополнительных предположениях, что полюсы аппроксимаций сходятся
со скоростью геометрической прогрессии.

Теорема (Суетин). Пусть функция F голоморфна в некоторой окрест-
ности ограниченного континуума E со связным дополнением и пусть
для m ∈ N полюсы λn,1, . . . , λn,m m-й строки аппроксимаций Паде–Фабера
функции F стремятся к пределам λ1, . . . , λm со скоростью геометри-
ческой прогрессии

limn→∞|λn,j − λj|1/n ≤ δ < 1 , j = 1, . . . ,m

Тогда ρm(F ) ≥ δ−1 max1≤j≤m |ψ(λj)|, и λ1, . . . , λm - полюсы функции F .

В этом параграфе будет доказана гипотеза Гончара для m-й строки
таблицы аппроксимаций Паде–Фабера без дополнительных предположе-
ний на скорость сходимости полюсов аппроксимаций.

Теорема 3.3. Пусть функция F голоморфна в некоторой окрест-
ности ограниченного континуума E со связным дополнением и пусть
для m ∈ N полюсы τn,1, . . . , τn,m m-й строки аппроксимаций Паде-Фабера
функции F стремятся к пределам τ1, . . . , τm. Тогда:

1◦. τj ∈ C \ E, j = 1, . . . , m.
2◦. ρm−1(F ) = max1≤j≤m |ψ(τj)|.
3◦. Все точки τ1 . . . τm являются особыми точками функции F , при-

чем те из них, которые лежат строго внутри области Dρm−1(F ), явля-
ются полюсами, и других полюсов функция F в этой области не име-
ет.
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Доказательство теоремы 3.3. Пусть Pn,m/Qn,m – аппроксимация
Паде–Фабера типа (n,m) функции F , Γ – контур, охватывающий E и
лежащий в области голоморфности функции F . Пусть φ(z) = ψ−1(z),
f(z) = F

(
φ(z)

)
. Положим γ = ψ(Γ),

αn(z) = z1−mQn,m(φ(z)) .

Из предположений теоремы 3.3 следует, что существует предел

lim
n→∞

αn(z) = α(z) = z1−m

m∏
j=1

(φ(z)− τj) ,

равномерный внутри {|z| > 1}, причем предельная функция α(z) имеет
не более m нулей, и эти нули лежат среди точек λj = ψ(τj), где τj ∈ C\E.

Имеет место следующая не требующая дополнительных объяснений
цепочка равенств

[f(z)αn(z)zν ]n = [f(z)Qn,m(φ(z))zν+1−m]n =

1

2πi

∫

γ

F (φ(z))Qn,m(φ(z))

zn+m−ν
dz =

1

2πi

∫

Γ

F (t)Qn,m(t)ψ′(t)
ψ(t)n+m−ν

dt .

Отсюда и из равенств (2.25) получаем равенства

[f(z)αn(z)zν ]n = 0 , ν = 0, . . . , m− 1 ,

совпадающие с равенствами (0.11) при ϕ(z) = z, αn,ν(z) ≡ 1 (ν =
0, . . . ,m− 1). Как и выше, отсюда по теореме 1.2 получаем утверждение
теоремы 3.3. £

2.4 Эквивалентность гипотез Гончара для различ-
ных типов обобщенных аппроксимаций Паде

В параграфах 2.1, 2.2 и 2.3 этой главы доказана гипотеза Гончара для
строк таблиц трех наиболее естественных обобщений аппроксимаций Па-
де функции F , голоморфной в окрестности ограниченного континуума E
со связным дополнением (E = [−1, 1] для случая ортогональных аппрок-
симаций Паде). В этом завершающем главу параграфе будет показано,
что если полюсы аппроксимаций m-й строки какой-либо одной из трех
таблиц имеют пределы, то пределы имеют также и полюсы аппрокси-
маций m-й строки двух других таблиц. Точнее, в этом параграфе будет
доказана следующая теорема.
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Теорема 3.4. Пусть F - функция, голоморфная в окрестности огра-
ниченного континуума E со связным дополнением, ψ - функция го-
ломорфно и однолистно отображающая внешность континуума E на
внешность единичного круга, ψ(∞) = ∞, f(z) = F (ψ−1(z)) =

∑∞
n=−∞ fnzn.

Тогда следующие утверждения эквивалентны между собой.
1◦. Полюсы m-й строки таблицы классических аппроксимаций Паде

ряда f ∗(z) =
∑∞

n=0 fnzn стремятся к пределам λ1, . . . , λm.
2◦. Полюсы m-й строки таблицы аппроксимаций Паде–Фабера функ-

ции F стремятся к пределам τ1, . . . , τm.
3◦. Полюсы m-й строки таблицы многоточечных аппроксимаций Па-

де функции F , построенных по удовлетворяющим условию (0.22) мно-
гочленам ωn (с нулями на E), стремятся к пределам τ1, . . . , τm.

4◦. Полюсы m-й строки таблицы ортогональных аппроксимаций Па-
де функции F в предположении, что E = [−1, 1] и условии (2.12) на
весовую функцию σ(x), стремятся к пределам τ1, . . . , τm.

При этом |λj| > 1, τj ∈ C \ E, и λj = ψ(τj), j = 1, . . . , m.
Доказательство теоремы 3.4. Легко видеть, что утверждения 3◦ =⇒

1◦, 4◦ =⇒ 1◦, 2◦ =⇒ 1◦ - это уже доказанные теоремы 3, 3.2 и 3.3. Пусть
fm,n = det(fn−i−j)i,j=0,...,m−1, Γ – контур, охватывающий E и лежащий в
области голоморфности функции F , γ = ψ(Γ), φ(z) = ψ−1(z). Докажем
обратные утверждения.

Докажем импликацию 1◦ =⇒ 2◦. Пусть Qn,m(z) – знаменатели m-й
строки таблицы аппроксимаций Паде–Фабера функции F . Из системы
равенств (2.25) следует, что

Qn,m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
Γ

F (t)ψ′(t)
ψn+2 dt . . .

∫
Γ

tmF (t)ψ′(t)
ψn+2 dt

. . . . . . . . .∫
Γ

F (t)ψ′(t)
ψn+m+1 dt . . .

∫
Γ

tmF (t)ψ′(t)
ψn+m+1 dt

1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отсюда с учетом равенства
∫

Γ

tjF (t)ψ′(t)
ψ(t)n+1+ν

dt =

∫

γ

φj(z)f(z)

zn+1+ν
dz = 2πi[f(z)φj(z)]n+ν

получаем равенство

Qn,m(z) = (2πi)m

∣∣∣∣∣∣∣∣

[f(z)]n+1 [f(z)φ(z)]n+1 . . . [f(z)φm(z)]n+1

. . . . . . . . . . . .
[f(z)]n+m [f(z)φ(z)]n+m . . . [f(z)φm(z)]n+m

1 z . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Обозначим через Aj (j = 0, . . . ,m) алгебраические дополнения послед-
ней строки полученного определителя. Тогда, пользуясь следствием 1
теоремы 1, получаем равенство

lim
n→∞

Qn,m(z)

(2πi)mfm,n+1

=
m∑

j=0

(−1)m−j Aj

fm,n

zj =

W (λ−1
1 , . . . , λ−1

m )

W 2(λ1, . . . , λm)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . φm(λ1)
. . . . . . . . .
1 . . . φm(λm)
1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Это означает, что полюсы m-й строки таблицы аппроксимаций Паде–
Фабера имеют пределы φ(λ1), . . . , φ(λm), т.е. импликация 1◦ =⇒ 2◦ дока-
зана.

Докажем импликацию 1◦ =⇒ 3◦. Пусть Qn,m(z) – знаменатели m-
й строки таблицы многоточечных аппроксимаций Паде функции F . Из
системы равенств (2.4) следует, что

Qn,m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
Γ

F (t)
ωn+m+1(t)

dt . . .
∫
Γ

tmF (t)
ωn+m+1(t)

dt

. . . . . . . . .∫
Γ

F (t)
ωn+m+1(t)

tm−1dt . . .
∫
Γ

tmF (t)
ωn+m+1(t)

tm−1dt

1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отсюда с учетом равенства
∫

Γ

F (t)tj

ωn+m+1(t)
dt =

∫

γ

f(z)φj(z)

ωn+m+1(φ(z))
φ′(z)dz =

2πi

cn+m+1
[f(z)φj(z)gn(z)]n ,

где функции gn(z) = cn+m+1zn+1

ωn+m+1(φ(z))
φ′(z) имеют в силу условия (0.22) не

равный нулю предел limn→∞ gn(z) = g(z), получаем равенство

Qn,m(z) =

(
2πi

cn+m+1

)m

∣∣∣∣∣∣∣∣

[f(z)gn(z)]n . . . [f(z)gn(z)φm(z)]n
. . . . . . . . .

[f(z)gn(z)φm−1(z)]n . . . [f(z)gn(z)φ2m−1(z)]n
1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Обозначим через Bj (j = 0, . . . , m) алгебраические дополнения послед-
ней строки полученного определителя. Тогда, пользуясь следствием 1
теоремы 1, получаем равенство

lim
n→∞

c(n+m+1)mQn,m(z)

(2πi)mfm,n

=
m∑

j=0

(−1)m−j Bj

fm,n

zj =
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W (φ(λ1), . . . , φ(λm))
∏m

j=1 g(λj)

W 2(λ1, . . . , λm)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . φm(λ1)
. . . . . . . . .
1 . . . φm(λm)
1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Это означает, что полюсы m-й строки таблицы аппроксимаций Паде–
Фабера имеют пределы φ(λ1), . . . , φ(λm), т.е. импликация 1◦ =⇒ 3◦ дока-
зана.

Докажем импликацию 1◦ =⇒ 4◦. Пусть Qn,m(z) – знаменатели m-
й строки таблицы ортогональных аппроксимаций Паде функции F . Из
системы равенств (2.19) следует, что

Qn,m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

−1
F (x)Pn+1(x)dσ(x) . . .

∫ 1

−1
xmF (x)Pn+1(x)dσ(x)

. . . . . . . . .∫ 1

−1
F (x)Pn+m(x)dσ(x) . . .

∫ 1

−1
xmF (x)Pn+m(x)dσ(x)

1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отсюда с учетом равенства
∫ 1

−1

xjF (x)Pn+ν(x)dσ(x) =

∫ 1

−1

(
1

2πi

∫

Γ

tjF (t)

t− x
dt

)
Pn+ν(x)dσ(x) =

1

2πi

∫

Γ

tjF (t)Hn+ν(t)dt =
1

2πi

∫

γ

φj(z)f(z)Hn+ν(φ(z))φ′(z)dz =

[f(z)φj(z)hn+ν(z)]n+ν ,

где функции hn(z) = φ′(z)zn+1Hn

(
φ(z)

)
имеют в силу условия (2.15) не

равный нулю предел limn→∞ hn(z) = h(z), получаем равенство

Qn,m(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

[f(z)hn+1(z)]n+1 . . . [f(z)hn+1(z)φm(z)]n+1

. . . . . . . . .
[f(z)hn+m(z)]n+m . . . [f(z)hn+m(z)φm(z)]n+m

1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Обозначим через Dj (j = 0, . . . ,m) алгебраические дополнения послед-
ней строки полученного определителя. Тогда, пользуясь следствием 1
теоремы 1, получаем равенство

lim
n→∞

Qn,m(z)

fm,n+1

=
m∑

j=0

(−1)m−j Dj

fm,n

zj =

W (λ−1
1 , . . . , λ−1

m )
∏m

j=1 h(λj)

W 2(λ1, . . . , λm)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . φm(λ1)
. . . . . . . . .
1 . . . φm(λm)
1 . . . zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Это означает, что полюсы m-й строки таблицы ортогональных аппрок-
симаций Паде имеют пределы φ(λ1), . . . , φ(λm), т.е. импликация 1◦ =⇒ 3◦

доказана. Таким образом теорема 3.4 доказана. £
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3 Сходимость непрерывных дробей

3.1 Сходимость композиций дробно-линейных пре-
образований

В этом параграфе как следствие теоремы 2 получим некоторые утвер-
ждения о сходимости последовательности композиций дробно-линейных
преобразований. Напомним, что дробно-линейное преобразование S(w) =
αw+β
γw+δ

называется невырожденным, если αδ−βγ 6= 0. Любое невырожден-
ное дробно-линейное преобразование S(w) имеет ровно две неподвижные
точки w1,2, определяемые из равенства S(w) = w, т.е.

w1,2 =
α− δ ±

√
(α− δ)2 + 4βγ

2γ
=

α− δ ±√I2 − 4∆

2γ
, (3.1)

где I = α + δ и ∆ = αδ − βγ – соответственно след и определитель

матрицы
(

α β
γ δ

)
.

Неподвижная точка w1 называется притягивающей, нейтральной или
отталкивающей неподвижной точкой дробно-линейного преобразования
S(w), если соответственно

|S ′(w1)| < 1 , |S ′(w1)| = 1 , |S ′(w1)| > 1 .

Из легко проверяемого равенства |S ′(w1)S
′(w2)| = 1 следует, что ес-

ли неподвижная точка w1 является притягивающей, нейтральной или
отталкивающей неподвижной точкой, то другая неподвижная точка w2

является соответственно отталкивающей, нейтральной или притягиваю-
щей неподвижной точкой.

Пусть Sn(w) = αnw+βn

γnw+δn
(n = 1, 2, . . . ). Тогда

S1 ◦ · · · ◦ Sn(w) =
P 1

nw + P 2
n

Q1
nw + Q2

n

, (3.2)

где {(P 1
n , P 2

n)}∞n=0 и {(Q1
n, Q2

n)}∞n=0 - решения системы разностных урав-
нений {

ω1
n = αnω

1
n−1 + γnω

2
n−1

ω2
n = βnω1

n−1 + δnω2
n−1

, n = 1, 2, . . . , (3.3)

с начальными условиями P 0 = (1, 0) и Q0 = (0, 1). Действительно, из
индуктивного предположения, которое очевидным образом выполняется

128



при n = 1, и системы уравнений (3.3) имеем равенство

S1 ◦ · · · ◦ Sn(w) = S1 ◦ · · · ◦ Sn−1

(
αnw + βn

γnw + δn

)
=

P 1
n−1

αnw+βn

γnw+δn
+ P 2

n−1

Q1
n−1

αnw+βn

γnw+δn
+ Q2

n−1

=

(αnP 1
n−1 + γnP

2
n−1)w + (βnP

1
n−1 + δnP

2
n−1)

(αnQ1
n−1 + γnQ2

n−1)w + (βnQ1
n−1 + δnQ2

n−1)
=

P 1
nw + P 2

n

Q1
nw + Q2

n

.

Аналогичным образом нетрудно убедиться и в справедливости ра-
венств

Sn ◦ · · · ◦ S1(w) =
ϕ1

nw + ψ1
n

ϕ2
nw + ψ2

n

, (3.4)

где {(ϕ1
n, ϕ

2
n)}∞n=0 и {(ψ1

n, ψ2
n)}∞n=0 - решения системы разностных уравне-

ний {
ω1

n = αnω1
n−1 + βnω

2
n−1

ω2
n = γnω

1
n−1 + δnω

2
n−1

, n = 1, 2, . . . , (3.5)

с начальными условиями ϕ0 = (1, 0) и ψ0 = (0, 1). Действительно, из ин-
дуктивного предположения и системы уравнений (3.5) имеем равенство

Sn ◦ · · · ◦ S1(w) =
αn

ϕ1
n−1w+ψ1

n−1

ϕ2
n−1w+ψ2

n−1
+ βn

γn
ϕ1

n−1w+ψ1
n−1

ϕ2
n−1w+ψ2

n−1
+ δn

=

(αnϕ
1
n−1 + βnϕ2

n−1)w + (αnψ1
n−1 + βnψ2

n−1)

(γnϕ1
n−1 + δnϕ2

n−1)w + (γnψ1
n−1 + δnψ2

n−1)
=

ϕ1
nw + ψ1

n

ϕ2
nw + ψ2

n

.

С учетом равенств (3.2)-(3.3) и (3.4)-(3.5) теорему 2 можно перефор-
мулировать в виде теоремы о сходимости последовательности дробно-
линейных преобразований.

Теорема 2.1. Пусть имеется последовательность невырожденных
дробно-линейных преобразований

Sn(w) =
αnw + βn

γnw + δn

, n = 1, 2, . . . . (3.6)

Тогда:
1◦. Если имеют место неравенства

|αn|+ |γn| ≤ q(|δn| − |βn|) , n = 1, 2, . . . , (3.7)

то для всякого w такого, что |w| < 1, существует предел limn→∞ S1 ◦
· · · ◦ Sn(w) = S. При этом S не зависит от w, |S| ≤ 1 и

∣∣S1 ◦ · · · ◦ Sn(w)− S
∣∣ ≤ qn 1 + |w|

1− |w| . (3.8)
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Если дополнительно имеет место равенство limn→∞
γn

|δn|−|βn| = 0, то
предел limn→∞

(
S1 ◦ · · · ◦Sn

)
(w) = S существует и не зависит от w при

всех w 6= ∞.
2◦. Если имеют место неравенства

|αn|+ |βn| ≤ q(|δn| − |γn|) , n = 1, 2, . . . , (3.9)

то при всех w ∈ C \ {w0}, где |w0| ≥ 1 - некоторое исключительное
значение, при всех n ≥ n0(w) имеют место неравенства

|Sn ◦ · · · ◦ S1(w)| ≤ 1 . (3.10)

Если дополнительно имеет место равенство limn→∞
βn

|δn|−|γn| = 0, то
при всех w ∈ C \ {w0} существует предел limn→∞ Sn ◦ · · · ◦ S1(w) = 0.

Замечание 1. Упрощенная формулировка теоремы 2.1 получается,
если каждое из предположений (3.7) и (3.9) в утверждениях 1◦ и 2◦

заменить единым более сильным предположением

|αn|+ |βn|+ |γn| ≤ q|δn| . (3.11)

При этом предположения limn→∞
γn

|δn|−|βn| = 0 и limn→∞
βn

|δn|−|γn| = 0 можно
ослабить, заменив их соответственно предположениями
limn→∞

γn

δn
= 0 и limn→∞

βn

δn
= 0.

Замечание 2. Простые примеры показывают, что утверждающая
часть теоремы 2.1 в общем случае становится неверной, если число q в
неравенстве (3.7) положить равным 1. Тем не менее при q = 1 могут быть
получены нетривиальные чуть более слабые утверждения. В частности,
критерий Прингсхейма [62] утверждает, что композиции S1 ◦ · · · ◦ Sn(0),
где Sn(w) = βn

w+δn
, сходятся, если |βn|+ 1 ≤ |δn| (n = 1, 2, . . . ).

Доказательство теоремы 2.1. Из неравенств (3.7) следует, что
для системы разностных уравнений (3.3) имеют место предположения
(1.224) теоремы 2. Аналогичным образом из неравенств (3.9) следуют
предположения (1.224) теоремы 2 для системы (3.5).

По теореме 2 существует единственное нетривиальное решение
{νn}∞n=0 = {(ν1

n, ν
2
n)}∞n=0 системы разностных уравнений (3.3) такое, что

|ν1
n| ≥ |ν2

n| при всех n = 0, 1, . . . , и существует единственное нетриви-
альное решение {µn}∞n=0 = {(µ1

n, µ
2
n)}∞n=0 системы разностных уравнений

(3.5) такое, что |µ1
n| ≥ |µ2

n| при всех n = 0, 1, . . . . Представим решения
{νn}∞n=0 и {µn}∞n=0 в виде линейных комбинаций

{νn}∞n=0 = ν1
0{P n}∞n=0 + ν2

0{Qn}∞n=0 , (3.12)
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{µn}∞n=0 = µ1
0{ϕn}∞n=0 + µ2

0{ψn}∞n=0 (3.13)

где {P n}∞n=0 и {Qn}∞n=0 – решения системы (3.3) с начальными условиями
P 0 = (1, 0) и Q0 = (0, 1), {ϕn}∞n=0 и {ψn}∞n=0 – решения системы (3.5) с
начальными условиями ϕ0 = (1, 0) и ψ0 = (0, 1).

Покажем, что утверждение 1◦ теоремы 2.1 имеет место при S = −ν2
0

ν1
0
.

Заметим, что из неравенства |ν1
0 | ≥ |ν2

0 | следует, во-первых, неравен-
ство ν1

0 6= 0 (так как иначе решение {νn}∞n=0 было бы тривиальным),
во-вторых, неравенство |S| ≤ 1, и, в-третьих, что решение {Qn}∞n=0 не
пропорционально решению {νn}∞n=0. Из равенств (3.2), (3.12) и утвер-
ждения 2◦ теоремы 2 (неравенств (1.225), в которых n0 = 0, так как
|Q2

0| = 1 > 0 = |Q1
0|) при |w| < 1 получаем неравенство

∣∣S1 ◦ · · · ◦ Sn(w)− S
∣∣ =

∣∣∣∣
P 1

nw + P 2
n

Q1
nw + Q2

n

+
ν2

0

ν1
0

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

ν1
nw + ν2

n

ν1
0(Q

1
nw + Q2

n)

∣∣∣∣≤

|ν1
n|(1 + |w|)

|ν1
0Q

2
n|(1− |wQ1

n/Q2
n|)

≤ qn 1 + |w|
1− |wQ1

n/Q
2
n|

. (3.14)

Так как |Q1
n/Q

2
n| < 1 при всех n = 0, 1, . . . , то отсюда следует неравен-

ство (3.8). Если limn→∞
γn

|δn|−|βn| = 0, то по теореме 2 существует предел
limn→∞ Q1

n/Q
2
n = 0. В этом случае неравенства (3.14) имеют место при

всех w ∈ C и достаточно больших n, и из них следует и вторая часть
утверждения 1◦.

Докажем утверждение 2◦ теоремы 2.1. При всех w ∈ C определим
решение {χn(w)}∞n=0 равенством

{χn(w)}∞n=0 = w{ϕn}∞n=0 + {ψn}∞n=0

и равенством {χn(∞)}∞n=0 = {ϕn}∞n=0, если w = ∞. Пусть w0 =
µ1

0

µ2
0
. Легко

видеть, что |w0| ≥ 1 (в силу исключительности решения {µn}∞n=0) и при
всех w ∈ C \ {w0} решение {χn(w)}∞n=0 не пропорционально исключи-
тельному решению {µn}∞n=0. Из равенства (3.2) имеем равенство

∣∣∣∣Sn ◦ · · · ◦ S1(w)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
ϕ1

nw + ψ1
n

ϕ2
nw + ψ2

n

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
χ1

n(w)

χ2
n(w)

∣∣∣∣ , (3.15)

верное и при w = ∞.
Так как по утверждению 2◦ теоремы 2 при всех w 6= w0 имеет место

неравенство |χ2
n(w)| > |χ1

n(w)| при всех n ≥ n0(w), то отсюда следует
неравенство (3.10). Если limn→∞

βn

|δn|−|γn| = 0, то по утверждению 2◦ тео-
ремы 2 существует предел limn→∞ χ1

n(w)/χ2
n(w) = 0. В этом случае из
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равенства (3.15) следует и вторая часть утверждения 2◦. Теорема 2.1
доказана. £

Отметим некоторые следствия теоремы 2.1.
Следствие 1 теоремы 2.1. Пусть Sn(w) = αnw+βn

γnw+δn
, n = 1, 2, . . .

- предельно постоянная последовательность невырожденных дробно-
линейных преобразований и пусть p и p∗ притягиваюшая и отталки-
вающая неподвижные точки предельного дробно-линейного преобразо-
вания S(w) = limn→∞ Sn(w). Тогда

1◦. При всех w ∈ C \ {p∗} существует не зависящий от w предел
limn→∞(S1 ◦ · · · ◦ Sn)(w) = S.

2◦. При всех w ∈ C\{w0}, где w0 – некоторая исключительная точка
расширенной комплексной плоскости, существует не зависящий от w
предел limn→∞(Sn ◦ · · · ◦ S1)(w) = p.

Действительно, это утверждение при p∗ = ∞, p = 0 прямым образом
следует из теоремы 2.1, так как в этом случае S(w) = αw, где |α| < 1, и
следовательно,

lim
n→∞

αn = α , lim
n→∞

βn = lim
n→∞

γn = 0 , lim
n→∞

δn = 1 , |α| < 1 .

Общий случай следствия 1 получается из этого частного случая дробно-
линейной заменой переменного. £

Замечание. Частным случаем следствия 1 теоремы 2.1 является утвер-
ждение о существовании предела limn→∞ S ◦ · · · ◦ S︸ ︷︷ ︸

n

(w) = p при всех

w 6= p∗, где p и p∗ – соответственно притягивающая и отталкивающая
неподвижные точки дробно-линейного преобразования S(w).

После дробно-линейной замены переменной теорему 2.1 можно запи-
сать в более общем виде. Приведем две переформулировки утверждения
1◦ теоремы 2.1, которые потребуются в дальнейшем.

Следствие 2 теоремы 2.1. Пусть дробно-линейные преобразования
(3.6) таковы, что при некоторых p ∈ C, 0 < q < 1 и θ > 0 выполняются
неравенства

|δn +pγn|+θ−1|γnp
2 +(δn−αn)p−βn| ≤ q(|αn−pγn|−θ|γn|) , n = 1, 2, . . . .

(3.16)
Тогда при всех w таких, что |w−p| > θ существует предел limn→∞

(
S1◦

· · · ◦ Sn

)
(w) = S. При этом S не зависит от w, |S − p| ≥ θ и

∣∣(S1 ◦ · · · ◦ Sn(w)− p
)−1 − (S − p)−1

∣∣ ≤ qn |w − p|+ θ

|w − p| − θ
θ−1 .
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Действительно, положим Rn(w) = T−1 ◦ Sn ◦ T (w), где T (w) = θ
w

+ p.
Тогда T−1(w) = θ

w−p
и

Sn(T (w)) =
αn( θ

w
+ p) + βn

γn( θ
w

+ p) + δn

=
(αnp + βn)w + αnθ

(γnp + δn)w + γnθ
,

Rn(w) = T−1
(
Sn(T (w))

)
=

θ
(αnp+βn)w+αnθ
(γnp+δn)w+γnθ

− p
=

(δn + γnp)w + θγn

θ−1(−γnp2 + (αn − δn)p + βn)w + (αn − γnp)
. (3.17)

Неравенства (3.16) означают, что коэффициенты дробно-линейных пре-
образований Rn(w) удовлетворяют условию (3.7) теоремы 2.1. Поэтому
по утверждению 1◦ этой теоремы (тривиальным образом выполняюще-
муся, если среди дробно-линейных преобразований Rn(w) имеются вы-
рожденные) при всех |w| < 1 существует не зависящий от w предел
limn→∞

(
R1 ◦ · · · ◦Rn

)
(w) = R. При этом |R| ≤ 1 и

∣∣(R1 ◦ · · · ◦Rn

)
(w)−R

∣∣ ≤ qn 1 + |w|
1− |w| , |w| < 1 , n = 1, 2, . . . .

Так как S1 ◦ · · · ◦Sn(w) = T ◦R1 ◦ · · · ◦Rn ◦T−1(w), то отсюда следует, что
при всех w таких, что |T−1(w)| = θ

|w−p| < 1, существует не зависящий
от w предел limn→∞

(
S1 ◦ · · · ◦ Sn

)
(w) = S = T (R). При этом 1 ≥ |R| =

|T−1(S)| = θ
|S−p| и

|T−1 ◦ S1 ◦ · · · ◦ Sn(w)− T−1(S)| = |R1 ◦ · · · ◦Rn ◦ T−1(w)−R| ≤

qn 1 + |T−1(w)|
1− |T−1(w)| = qn

1 + θ
|w−p|

1− θ
|w−p|

, n = 1, 2, . . . .

Другими словами, при всех w таких, что |w − p| > θ существует не
зависящий от w предел limn→∞

(
S1◦· · ·◦Sn

)
(w) = S такой, что |S−p| ≥ θ

и ∣∣∣∣
θ

S1 ◦ · · · ◦ Sn(w)− p
− θ

S − p

∣∣∣∣≤ qn |w − p|+ θ

|w − p| − θ
.

Следствие 2 теоремы 2.1 доказано.£

Следствие 3 теоремы 2.1. Пусть дробно-линейные преобразования
(3.6) таковы, что при некоторых p ∈ C, 0 < q < 1 и θ > 0 выполняются
неравенства

|αn − pγn|+ θ|γn| ≤ q(|δn + pγn| − θ−1|γnp2 + (δn − αn)p− βn|) . (3.18)

133



Тогда при всех w таких, что |w−p| < θ существует предел limn→∞
(
S1◦

· · · ◦ Sn

)
(w) = S. При этом S не зависит от w, |S − p| ≤ θ и

|S1 ◦ · · · ◦ Sn(w)− S| ≤ qn θ + |w − p|
θ − |w − p|θ .

Следствие 3 доказывается точно так же, как и следствие 2, если по-
ложить T (w) = θw + p. £

Отметим еще одно следствие теоремы 2.1, которое распространяет
теорему Ван Флека на случай композиций дробно-линейных преобразо-
ваний произвольного вида.

Следствие 4 теоремы 2.1. Пусть имеются дробно-линейные (по
w) преобразования

Sn(w, z) =
αn(z)w + βn(z)

γn(z)w + δn(z)
(3.19)

такие, что коэффициенты αn(z), βn(z), γn(z), δn(z) являются голоморф-
ными по z функциями в некоторой области Ω комплексной плоскости
и имеют равномерные на компактах, лежащих в Ω, пределы

limn→∞ αn(z) = α(z) , limn→∞ βn(z) = β(z) ,
limn→∞ γn(z) = γ(z) , limn→∞ δn(z) = δ(z) ,

(3.20)

и пусть
Γ = {z ∈ Ω : I2(z) = 4t∆(z) , 0 ≤ t ≤ 1}

где I(z) = α(z) + δ(z), ∆(z) = α(z)δ(z)− β(z)γ(z). Тогда последователь-
ность композиций S1 ◦ · · · ◦ Sn(w, z), n = 1, 2, . . . , сходится при n →∞
к независящей от w мероморфной по z в области Ω \ Γ функции S(z)
равномерно на любом множестве из C2 вида K×{|w−p(z)| ≥ ε}, где K
- произвольный компакт, лежащий в Ω \ Γ и не содержащий полюсов
функции S(z),

p(z) =
α(z)− δ(z)−

√
I2(z)− 4∆(z)

2γ(z)
(3.21)

ветвь корня выбирается таким образом, чтобы выполнялось неравен-
ство
∣∣I(z)−

√
I2(z)− 4∆(z)

∣∣ <
∣∣I(z) +

√
I2(z)− 4∆(z)

∣∣ , z ∈ Ω \ Γ (3.22)

ε - произвольное сколь-угодно малое положительное число.
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Если p = ∞, то под множеством {|w− p| ≥ ε} понимается множество
{|w| ≤ ε−1}. Обратим внимание на то, что множество Γ - это множе-
ство тех z ∈ Ω, при которых неподвижные точки предельного дробно-
линейного преобразования S(w, z) = α(z)w+β(z)

γ(z)w+δ(z)
нейтральны, а функция

p(z) при указанном выборе ветви корня - это отталкивающая неподвиж-
ная точка дробно-линейного преобразования S(w, z).

Отметим, что для дробно-линейных (по w) преобразований S(w, z) =
az

w+1
точка w = 0 не является неподвижной точкой при всех z 6= 0, а

при z = 0 является притягивающей неподвижной точкой, I(z) = 1,
∆(z) = −az, Γ = {1 = −4taz, , 0 ≤ t ≤ 1} = {z = − t

4a
, t ≥ 1}. Поэтому

теорема Ван Флека является частным случаем (применительно к компо-
зициям S1◦· · ·◦Sn(0, z) дробно-линейных преобразований Sn(w, z) = anz

w+1
)

следствия 4 теоремы 2.1.
Доказательство следствия 4 теоремы 2.1. Покажем, что при

z ∈ Ω \ Γ равенство
∣∣I(z)−

√
I2(z)− 4∆(z)

∣∣ =
∣∣I(z) +

√
I2(z)− 4∆(z)

∣∣ (3.23)

невозможно. Действительно, равенство (3.23) возможно тогда и только
тогда, когда либо I(z) = 0 (эти точки лежат в Γ), либо

|1−
√

1− 4∆(z)I−2(z)| = |1 +
√

1− 4∆(z)I−2(z)| .

Последнее равенство возможно только лишь, когда корень принимает
чисто мнимое значение, т.е. когда подкоренное выражение отрицательно,
что эквивалентно следующей цепочке утверждений

1− 4∆(z)I−2(z) ≤ 0 ⇐⇒ 4∆(z)I−2(z) ≥ 1 ⇐⇒

0 ≤ I2(z)
(
4∆(z)

)−1 ≤ 1 ⇐⇒ I2(z) = 4t∆(z) , 0 ≤ t ≤ 1 ⇐⇒ z ∈ Γ .

Из этих же рассуждений видно, что функция 1−4∆(z)I−2(z) не при-
нимает отрицательных значений при z ∈ Ω\Γ и, следовательно, функция
p(z), определенная равенством (3.21) – это однозначная мероморфная в
Ω \ Γ функция.

Из неравенства (3.22) c учетом равенств

δ(z) + γ(z)p(z) =
I(z)(1−

√
1− 4∆(z)I−2(z))

2

и

α(z)− γ(z)p(z) =
I(z)(1 +

√
1− 4∆(z)I−2(z))

2
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получаем неравенство
∣∣δ(z) + γ(z)p(z)

∣∣ <
∣∣α(z)− γ(z)p(z)

∣∣ , z ∈ Ω \ Γ . (3.24)

Фиксируем компакт K, лежащий в Ω \ Γ и ε > 0. Положим

τ = min
z∈K

|α(z)− γ(z)p(z)| , r = max
z∈K

∣∣∣∣
δ(z) + γ(z)p(z)

α(z)− γ(z)p(z)

∣∣∣∣ , M = max
z∈K

|γ(z)| .

Из равенства (3.21) и отмеченной однозначности функции p(z) в Ω \ Γ
следует, что функции δ(z) + γ(z)p(z) и α(z) − γ(z)p(z) голоморфны, а
следовательно, и непрерывны в Ω \ Γ. Поэтому из неравенства (3.24)
следует, что τ > 0, r < 1. Предположим сначала, что γ(z) 6= 0 при всех
z ∈ K. Тогда функция p(z), определенная равенством (3.21) голоморфна
на K. По предположению доказываемого следствия голоморфные функ-
ции γn(z), αn(z)− γn(z)p(z), δn(z) + γn(z)p(z) и

γn(z)p2(z) + (δn(z)− αn(z))p(z)− βn(z)

стремятся соответственно к функциям γ(z), α(z)−γ(z)p(z), δ(z)+γ(z)p(z)
и

γ(z)p2(z) + (δ(z)− α(z))p(z)− β(z) ≡ 0

равномерно на K. Поэтому найдется индекс N такой, что при всех n ≥ N
и всех z ∈ K имеют место неравенства

|γn(z)| ≤ 2M , |αn(z)− γn(z)p(z)| ≥ τ

2
,

∣∣∣∣
δn(z) + γn(z)p(z)

αn(z)− γn(z)p(z)

∣∣∣∣≤
1 + 2r

3
,

|γn(z)p2(z) + (δn(z)− αn(z))− βn(z)| ≤ (1− r)τ

12
θ ,

где θ = min{ (1−r)τ
24M

, ε
2
}. Из этих неравенств при всех n ≥ N и z ∈ K

получаем неравенства

|δn(z)+γn(z)p(z)|+θ−1|γn(z)p2(z)+(δn(z)−αn(z))p(z)−βn(z)|+θ|γn(z)| ≤
(

1 + 2r

3

)
|αn(z)− γn(z)p(z)|+ (1− r)τ

12
+ 2M

(1− r)τ

24M
≤

(
1 + 2r

3

)
|αn(z)− γn(z)p(z)|+ (1− r)

3
|αn(z)− γn(z)p(z)| =

q|αn(z)− γn(z)p(z)| ,
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где q = 2+r
3

< 1. Поэтому по следствию 2 теоремы 2.1 при всех z ∈ K
и всех w таких, что |w − p(z)| > θ, а следовательно, при всех w таких,
что |w − p(z)| > ε (напомним, что ε > 2θ) существует независящий от w
предел

lim
n→∞

SN ◦ · · · ◦ Sn(w, z) = fN(z)

такой, что
|fN(z)− p(z)| ≥ θ (3.25)

и ∣∣(SN ◦ · · · ◦ Sn(w, z)− p(z)
)−1 − (

fN(z)− p(z)
)−1∣∣ ≤

qn |w − p(z)|+ θ

|w − p(z)| − θ
θ−1 = qn

1 + θ
|w−p(z)|

1− θ
|w−p(z)|

θ−1 ≤ qn 1 + θ/ε

1− θ/ε
θ−1 = 3qnθ−1 .

(3.26)
Заметим, что при любом фиксированном w таком, что |w − p(z)| > ε,
мероморфные по z функции

(
SN ◦ · · · ◦ Sn(w, z) − p(z)

)−1 ограничены
по модулю на K в силу неравенств (3.25)-(3.26) числом θ−1(1 + 3qn), а
следовательно, являются голоморфными на K функциями, равномерно
сходящимися на K к голоморфной функции

(
fN(z)− p(z)

)−1.
Итак, из неравенства (3.26) получаем, что мероморфные по z функ-

ции SN◦· · ·◦Sn(w, z) сходятся к мероморфной функции fN(z) равномерно
в сферической метрике на K×{|w−p(z)| > ε} ∈ C2. Поэтому и функции

S1 ◦ · · · ◦ Sn(w, z) = S1 ◦ · · · ◦ SN−1

(
SN ◦ · · · ◦ Sn(w, z)

)

сходятся к функции S1 ◦ · · · ◦ SN−1(fN(z), z) равномерно в сферической
метрике на K×{|w−p(z)| > ε} ∈ C2. Таким образом следствие 4 теоремы
2.1 доказано в предположении, что функция γ(z) не имеет нулей на K.

Легко видеть, что следствие верно и без этого предположения. Дей-
ствительно, множество нулей функции γ(z) на компакте K конечно. За-
метим, что равенства γ(z) = 0 и α(z) − δ(z) = 0 могут одновременно
выполняться только лишь при z ∈ Γ и, следовательно, не выполняются
одновременно ни при каком z ∈ K. Поэтому для каждой точки z0 ∈ K
найдутся числа t(z0) и ε(z0), зависящие от z0, такие, что

γ(z)t2(z0) + (δ(z)− α(z))t(z0)− β(z) 6= 0

при всех z ∈ K ∩ {|z − z0| ≤ ε(z0)}. Из покрытия компакта K кругами
{|z − z0| < ε(z0)/2}, z0 ∈ K, выберем конечное подпокрытие, состоящее
из кругов {|z − zj| < ε(zj)/2}, j = 1, . . . , m. Положим

tj = t(zj) , Tj(w) =
1

w
+ tj , Rn,j(w, z) = T−1

j ◦ Sn ◦ Tj(w, z) .
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Тогда по аналогии с равенством (3.17) будем иметь равенство

Rn,j(w, z) =
(δ(z) + γ(z)tj)w + γ(z)

(−γ(z)t2j + (α(z)− δ(z))tj + β(z))w + (α(z)− γ(z)tj)
.

(3.27)
По уже доказанному на каждом из компактов Kj = K∩{|z−zj| ≤ ε(zj)},
j = 1, . . . ,m имеет место равномерная сходимость композиций дробно
линейных преобразований R1,j ◦ · · · ◦Rn,j(w, z). Отсюда легко можно по-
лучить, что на каждом из множеств Kj × {|w − p(z)| ≤ ε} имеет место
равномерная сходимость композиций дробно линейных преобразований
S1 ◦ · · · ◦ Sn(w, z). При этом предельные мероморфные функции, полу-
ченные на каждом из компактов Kj, "склеиваются"на всем компакте K
в единую мероморфную функцию. £

Заметим, что следствие 4 теоремы 2.1 легко переносится на более
общий случай дробно-линейных преобразований с предельно периоди-
ческими коэффициентами. Пусть m ∈ N, дробно-линейные (по w) пре-
образования

Sn(w, z) =
αn(z)w + βn(z)

γn(z)w + δn(z)
(3.28)

таковы, что коэффициенты αn(z), βn(z), γn(z), δn(z) являются голоморф-
ными по z функциями в некоторой области Ω комплексной плоскости и
имеют (периодические) равномерные на компактах, лежащих в Ω, пре-
делы

limn→∞ αnm+l(z) = αl(z) , limn→∞ βnm+l(z) = βl(z) ,
limn→∞ γnm+l(z) = γl(z) , limn→∞ δnm+l(z) = δl(z)

(l = 1, . . . , m) .

(3.29)
Пусть

Sl(w, z) =
αl(z)w + βl(z)

γl(z)w + δl(z)
, S(w, z) = S1 ◦ · · · ◦ Sm(w, z) =

α(z)w + β(z)

γ(z)w + δ(z)
,

I(z) = α(z) + δ(z) , ∆(z) = α(z)δ(z)− β(z)γ(z) ,

Γ = {z ∈ C : I2(z) = 4t∆(z)) , 0 ≤ t ≤ 1} , (3.30)

p(z) =
α(z)− δ(z)− I(z)

√
1− 4∆(z)I−2(z)

2γ(z)
, z ∈ Ω \ Γ , (3.31)

где
√

z - голоморфная ветвь, определенная при z ∈ C \ [−∞, 0] и такая,
что |1 +

√
z| > |1−√z|,

pl(z) = Sl ◦ · · · ◦ Sm(p(z), z) , l = 1, . . . , m , (3.32)
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Λ = {(w, z) ∈ C× (Ω \ Γ) : w 6= p1(z), . . . , w 6= pm(z)} .

Теорема 2.2. Во введенных выше предположениях и обозначениях
имеют место следующие утверждения:

1◦. Последовательность композиций S1 ◦ · · · ◦ Sn(w, z) сходится к
функции f(z) при n →∞ равномерно в сферической метрике на любом
множестве из C2 вида K ×∩m

l=1{|w− pl(z)| ≥ ε}, где K - произвольный
компакт, лежащий в области Ω \ Γ, ε > 0.

2◦. Предельная функция f(z) не зависит от w и является меро-
морфной по z функцией на множестве Ω \ Γ.

Доказательство теоремы 2.2. Заметим, что при m = 1 теорема
2.2 совпадает со следствием 4 теоремы 2.1. Положим

T l(w, z) = Sl ◦ · · · ◦ Sm ◦ S1 ◦ · · · ◦ Sl−1(w, z) , l = 1, . . . , m .

Легко видеть, что pl(z) при z ∈ Ω является отталкивающей неподвижной
точкой дробно-линейного преобразования T l(w, z). Так как

lim
n→∞

S(n−1)m+l ◦ · · · ◦ Snm+l−1(w, z) = T l(w, z) ,

то по доказанной при m = 1 теореме каждая из последовательностей

S1 ◦ · · · ◦ Snm+l−1(w, z) =

(S1 ◦ · · · ◦ Sl−1) ◦ (Sl ◦ · · · ◦ Sn+l−1) ◦ · · · ◦ (S(n−1)m+l ◦ · · · ◦ Snm+l−1)(w, z)

(l=1,. . . ,m) сходится к независящей от w мероморфной по z на множе-
стве Ω \ Γl функции f l(z) равномерно в сферической метрике на любом
множестве из C2 вида K × {|w − pl(z)| ≥ ε}. Так как след и определи-
тель произведения матриц не меняются при их круговой перестановке,
то множества Γl не зависят от l и совпадают с множеством Γ, определен-
ным равенством (3.30). Поэтому для доказательства теоремы остается
лишь показать, что f 1(z) = · · · = fm(z). Для этого заметим, что из
равенства (3.32) при l = 2, . . . ,m следует равенство

S1 ◦ · · · ◦ Sl−1(pl(z), z) = p(z) .

Отсюда и равенства

lim
n→∞

Snm+1 ◦ · · · ◦ Snm+l−1(w, z) = S1 ◦ · · · ◦ Sl−1(w, z)

получаем неравенство
∣∣Snm+1 ◦ · · · ◦ Snm+l−1(w, z)− p(z)

∣∣ ≥ ε

2
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при всех достаточно больших n и всех w таких, что |w − pl(z)| ≥ ε.
Поэтому при l = 2, . . . ,m и (z, w) ∈ K × {|w − pl(z)| ≥ ε} имеет место
равенство

f l(z) = lim
n→∞

S1 ◦ · · · ◦ Snm+l−1(w, z) =

lim
n→∞

(S1 ◦ · · · ◦ Snm)
(
Snm+1 ◦ · · · ◦ Snm+l−1(w, z)

)
= f 1(z) .

Теорема 2.2 доказана. £

3.2 Сходимость числовых непрерывных дробей

Напомним, что числители {Pn}∞n=1 и знаменатели {Qn}∞n=1 числовой непре-
рывной дроби

a1

b1 +
a2

b2 + . . .

(3.33)

являются решениями разностного уравнения

Xn = bnXn−1 + anXn−2 , n = 1, 2, . . . (3.34)

со следующими начальными условиями P−1 = 1, P0 = 0 и Q−1 = 0,
Q0 = 1. При помощи разностного уравнения (3.34) легко проверяются
индукцией по n равенство

S1 ◦ · · · ◦ Sn(w) =
Pn−1w + Pn

Qn−1w + Qn

, (3.35)

где Sn(w) = an

w+bn
, и равенство

PnQn−1 −QnPn−1 = (−1)n+1a1 . . . an . (3.36)

После деления на Qn−1Qn равенство (3.36) приобретает следующий вид

Pn

Qn

− Pn−1

Qn−1

=
(−1)n+1a1 . . . an

Qn−1Qn

. (3.37)

В этом параграфе будут уточнены некоторые известные теоремы о
сходимости числовой непрерывной дроби (3.33). Сформулируем три хо-
рошо известные теоремы в виде единой общей теоремы.
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Теорема (Ван Флек, Трон-Воделанд, Перрон). Пусть непрерыв-
ная дробь (3.33) такова, что limn→∞ an = a 6= 0,
limn→∞ bn = b и корни λ и λ∗ многочлена z2−bz−a различны по модулю,
|λ| < |λ∗|. Тогда:

1◦ (Ван Флек [68]). Непрерывная дробь (3.33) сходится.
2◦ (Трон–Воделанд [67]). Существует (конечный или бесконечный)

предел

lim
n→∞

Pn+1 − λPn

Qn+1 − λQn

= S . (3.38)

При этом если S конечно, то существует предел

lim
n→∞

Pn+1−λPn

Qn+1−λQn
− S

Pn

Qn
− S

= 0 , (3.39)

а если S = ∞, то существует предел limn→∞
Pn
Qn

Pn+1−λPn
Qn+1−λQn

= 0.

3◦ (Перрон [57]). Существует предел

lim
m→∞

Hm = −λ , (3.40)

где Hm – значение непрерывной дроби

am

bm +
am+1

bm+1 + . . .

. (3.41)

С учетом равенства (3.35) теорема Трона–Воделанда утверждает, что
композиции S1 ◦ · · · ◦ Sn+1(w) |w=−λ=

Pn+1−λPn

Qn+1−λQn
, стремятся к значению

S непрерывной дроби быстрее, чем к нему стремятся композиции S1 ◦
· · · ◦ Sn(w) |w=0=

Pn

Qn
. Этот эффект Трон и Воделанд назвали эффектом

ускорения сходимости непрерывной дроби.
Покажем, что следствия 1 и 2 теоремы 2 влекут за собой определен-

ные уточнения этой объединенной теоремы Ван Флека, Трона-Воделанда
и Перрона. Эти уточнения заключаются в том, что предположения каж-
дой из трех теорем могут быть ослаблены. А именно, имеют место сле-
дующие утверждения.

Теорема 2.2 (аналог теоремы Ван Флека). Пусть имеют место
предположения следствия 1 теоремы 2. Тогда непрерывная дробь (3.33)
сходится.
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Теорема 2.3 (аналог теорем Трона-Воделанда и Перрона).
Пусть имеют место предположения следствия 2 теоремы 2. Тогда
имеют место равенства (3.38) и (3.39) и равенство (3.40) при

Hm = lim
n→∞

P
(m)
n+1 − λP

(m)
n

Q
(m)
n+1 − λQ

(m)
n

, (3.42)

где P
(m)
n /Q

(m)
n – n-я подходящая дробь непрерывной дроби (3.41).

Заметим, что предположений следствия 2 теоремы 2 недостаточно
для сходимости непрерывной дроби (3.41), но достаточно для сходимости
композиций Sm◦· · ·◦Sn(w) |w=−λ. Заметим также, что теорема 2.2 доказа-
тельства не требует, так как она непосредственно вытекает из следствия
1 теоремы 2 и теоремы Пинкерле [59], утверждающей, что сходимость
непрерывной дроби (3.33) эквивалентна существованию решения мини-
мального роста разностного уравнения (3.34), соответствующего непре-
рывной дроби (3.33). Доказательство теоремы Пинкерле сейчас факти-
чески будет воспроизведено в процессе доказательства теоремы 2.3.

Доказательство теоремы 2.3. Заметим, что решения {Pn}∞n=−1 и
{Qn}∞n=−1 разностного уравнения (3.34) линейно независимы, и следова-
тельно, исключительное решение {hn}∞n=−1, обладающее указанными в
следствии 2 теоремы 2 свойствами, можно представить в виде их линей-
ной комбинации

{hn}∞n=−1 = h−1{Pn}∞n=−1 + h0{Qn}∞n=−1 .

Из этого представления следует, что если h−1 6= 0, то при всех n =
1, 2, . . . имеют место равенства

Pn

Qn

+
h0

h−1

=
hn

h−1Qn

и
Pn+1 − λPn

Qn+1 − λQn

+
h0

h−1

=
hn+1 − λhn

h−1(Qn+1 − λQn)
. (3.43)

Разделив второе из этих равенств на первое, получим равенство

Pn+1−λPn

Qn+1−λQn
+ h0

h−1

Pn

Qn
+ h0

h−1

=

hn+1−λhn

h−1(Qn+1−λQn)

hn

h−1Qn

=

hn+1

hn
− λ

Qn+1

Qn
− λ

. (3.44)

Если h−1 = 0, то {Qn}∞n=−1 = 1
h0
{hn}∞n=−1, и аналогичным образом имеем

равенства

Pn

Qn

=
h0Pn

hn

,
Pn+1 − λPn

Qn+1 − λQn

=
h0(Pn+1 − λPn)

hn+1 − λhn

, (3.45)
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Pn

Qn

Pn+1−λPn

Qn+1−λQn

=
Pn

hn

Pn+1−λPn

hn+1−λhn

=

hn+1

hn
− λ

Pn+1

Pn
− λ

. (3.46)

Воспользуемся следствием 2 теоремы 2. В первом случае из равенства
(3.43) получаем равенство

lim
n→∞

Pn+1 − λPn

Qn+1 − λQn

= lim
n→∞

hn+1 − λhn

h−1(Qn+1 − λQn)
− h0

h−1

= − h0

h−1

, (3.47)

а из равенства (3.44) – равенство

lim
n→∞

Pn+1−λPn

Qn+1−λQn
+ h0

h−1

Pn

Qn
+ h0

h−1

= lim
n→∞

hn+1

hn
− λ

Qn+1

Qn
− λ

= 0 .

Во втором случае из равенств (3.45) и (3.46) получаем равенства

lim
n→∞

Pn+1 − λPn

Qn+1 − λQn

= lim
n→∞

h0(Pn+1 − λPn)

hn+1 − λhn

= ∞ ,

lim
n→∞

Pn

Qn

Pn+1−λPn

Qn+1−λQn

= lim
n→∞

hn+1

hn
− λ

Qn+1

Qn
− λ

= 0 .

Таким образом первая часть теоремы 2.3 (усиленный вариант теоремы
Трона-Воделанда) доказана при S = − h0

h−1
.

Переходя к доказательству усиленного варианта теоремы Перрона,
заметим, что разностное уравнение, соответствующее непрерывной дро-
би (3.41) имеет следующий вид

Xn = bnXn−1 + anXn−2 , n = m, m + 1, . . . ,

а его исключительное решение – это {hn}∞n=m−2. Точно так же, как и при
доказательстве усиленного варианта теоремы Трона-Воделанда доказы-
вается, что существует предел

lim
n→∞

P
(m)
n+1 − λP

(m)
n

Q
(m)
n+1 − λQ

(m)
n

= S(m) = −hm−1

hm−2

.

Отсюда и определения (3.42) следует, что Hm = −hm−1

hm−2
. Поэтому по след-

ствию 2 теоремы 2 имеем равенство

lim
m→∞

Hm = − lim
m→∞

hm−1

hm−2

= −λ .
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Таким образом теорема 2.3 доказана. £

О.Перрон [57] показал, что утверждение теоремы Ван Флека имеет
место не только в предельном, но и в допредельном варианте. А именно,
О.Перрон доказал следующую теорему.

Теорема (Перрон). Пусть числа a и b таковы, что корни многочлена
z2− bz− a различны по модулю. Тогда существуют достаточно малые
положительные числа ε1,2 такие, что всякая непрерывная дробь (3.33),
коэффициенты которой удовлетворяют неравенствам

|an − a| ≤ ε1 , |bn − b| ≤ ε2 (n = 1, 2, . . . ) ,

сходится.

Уточним и эту теорему Перрона. Предварительно докажем следую-
щее утверждение.

Теорема 2.4. Пусть непрерывная дробь (3.33) такова, что

limn→∞|bn − 1|+ 2limn→∞|an + bn − 1|1/2 < 1 . (3.48)

Тогда непрерывная дробь (3.33) сходится.
Отметим, что при b1 = b2 = · · · = 1 теорема 2.4 следует из критерия

Ворпицкого.
Доказательство теоремы 2.4. Положим

B = limn→∞|bn − 1| , H = limn→∞|an + bn − 1|1/2 + ε ,

где положительное число ε выберем столь малым, чтобы имело место
неравенство B + 2H < 1. Это возможно в силу неравенства (3.48). Из
неравенства B < 1− 2H имеем неравенство

H +
√

B + H2 < H +
√

1− 2H + H2 = 1 . (3.49)

Положим θ = H
H+

√
B+H2 . Легко видеть, что 0 < θ ≤ 1/2. Кроме того,

заметим, что

B + θ−1H2 + θ = B + (H +
√

B + H2)H +
H

H +
√

B + H2
=

√
B + H2(

√
B + H2 + H) +

H

H +
√

B + H2
=

√
B + H2(H +

√
B + H2)2 + H

H +
√

B + H2
. (3.50)
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В силу неравенства (3.49) числитель дроби, стоящей в правой части ра-
венства (3.50), строго меньше

√
B + H2 + H и, следовательно, правая

часть равенства (3.50) строго меньше 1. Таким образом

B + θ−1H2 + θ < q < 1 . (3.51)

Положим p = −1, αn = 0, βn = an, γn = 1, δn = bn. Тогда

|δn +pγn| = |bn−1| , |γnp2 +(δn−αn)p−βn| = |1−an−bn| , |αn−pγn| = 1 ,

и следовательно,

limn→∞
(|δn + pγn|+ θ−1|γnp

2 + (δn − αn)p− βn|+ θ|γn| − q|αn − pγn|
) ≤

B + θ−1(H − ε)2 + θ − q < 0 .

Это означает, что для дробно-линейных преобразований Sn(w) = an

w+bn

при всех n ≥ n0 выполняются неравенства (3.16). Поэтому по следствию
2 теоремы 2.1 получаем, что композиции S1 ◦ · · · ◦Sn(w) сходятся к неза-
висящему от w пределу S при всех |w− p| > θ и, в частности, при w = 0
(так как p = −1, θ ≤ 1/2). Это означает, что непрерывная дробь (3.33)
сходится. Теорема 2.4 доказана. £

Теорема 2.5. Пусть корни λn,1 и λn,2 многочлена z2 − bnz − an та-
ковы, что

limn→∞

∣∣∣∣
λn,1

λn,2

∣∣∣∣+2limn→∞

∣∣∣∣
λn,1

λn,2

− λn,1

λn−1,2

∣∣∣∣
1/2

< 1 . (3.52)

Тогда непрерывная дробь (3.33) сходится.
Доказательство теоремы 2.5. Пусть

a∗1

b∗1 +
a∗2

b∗2 + . . .

(3.53)

- непрерывная дробь, эквивалентная непрерывной дроби (3.33), постро-
енная при помощи последовательности rn = λ−1

n,2, n = 1, 2, . . . , т.е.

b∗n = rnbn =
λn,1 + λn,2

λn,2

= 1 +
λn,1

λn,2

, n = 1, 2, . . . ,

a∗1 = r1a1 = −λ1,1 , a∗n = rn−1rnan =
−λn,1λn,2

λn−1,2λn,2

= − λn,1

λn−1,2

, (n = 2, 3, . . . ) .
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Из этих равенств и неравенства (3.52) имеем неравенство

limn→∞|b∗n − 1|+ 2limn→∞|a∗n + b∗n − 1|1/2 =

limn→∞

∣∣∣∣
λn,1

λn,2

∣∣∣∣+2limn→∞

∣∣∣∣
λn,1

λn,2

− λn,1

λn−1,2

∣∣∣∣
1/2

< 1 .

Поэтому по теореме 2.4 непрерывная дробь (3.53), а следовательно, и
эквивалентная ей непрерывная дробь (3.33) сходятся. Теорема 2.5 дока-
зана. £

Легко видеть, что теорема 2.5 уточняет теорему Перрона (последнюю
из сформулированных). Действительно, если λ1 и λ2 - два числа таких,
что | λ1

λ2
|< 1, то найдутся положительные числа ε1 и ε2 такие, что нера-

венство (3.52) выполняется при всех λn,1 и λn,2 таких, что |λn,1−λ1| ≤ ε1

и |λn,2− λ2| ≤ ε2. Более того, как нетрудно заметить, неравенство (3.52)
выполняется и в том случае если неравенство |λn,1 − λ1| ≤ ε1 заменить
более слабым неравенством |λn,1| ≤ |λ1|+ε1, а неравенство |λn,2−λ2| ≤ ε2,
n = 1, 2, . . . , заменить парой более слабых неравенств |λn,2| ≥ |λ2| − ε2 и
|λn,2 − λn−1,2| ≤ ε2, n = 1, 2, . . . .

3.3 Сходимость непрерывных T -дробей

3.3.1 Круговая сходимость T -дробей

Напомним, что T -дробью называется непрерывная дробь вида

a1z

1 + b1z +
a2z

1 + b2z + . . .

. (3.54)

Далее для краткости T -дробь (3.54) будем обозначать через K∞
n=1

anz
1+bnz

.
Хорошо известно, что всякой T -дроби с ненулевыми коэффициента-

ми соответствуют два формальных ряда f 0(z) =
∑∞

n=1 f 0
nzn и f∞(z) =∑∞

n=0 f∞n z−n, имеющих касания порядков n и n − 1 с разложениями ее
n-й подходящей дроби Pn(z)

Qn(z)
в окрестностях точек 0 и∞ соответственно.

Сходимость T -дроби (к функциям, задаваемым вышеуказанными ряда-
ми) требует специального исследования. Сходимость T -дроби в окрест-
ностях точек 0 и ∞ к легко исследуется, например, в случае an = −bn,
n = 1, 2, . . . , так как в этом случае n-я подходящая дробь легко вычис-
ляется в явном виде при помощи разностного уравнения

Xn(z) = (1 + bnz)Xn−1(z) + anzXn−2(z) , n = 1, 2, . . . ,
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соответствующего непрерывной T -дроби (3.54), которое в рассматрива-
емом случае an = −bn, n = 1, 2, . . . переписывается в следующем легко
просчитываемом виде

Xn(z)−Xn−1(z) = bnz(Xn−1(z)−Xn−2(z)) .

Так, например, в простейшем случае an = −bn = 1, n = 1, 2, . . . числи-
тель и знаменатель n-й подходящей дроби T -дроби K∞

n=1
z

1−z
вычисляют-

ся по формулам

Pn(z) = −
n∑

k=1

(−1)kzk , Qn(z) =
n∑

k=0

(−1)kzk

Следовательно, T -дробь K∞
n=1

z
1−z

сходится при {|z| < 1} к функции
f 0(z) = z, а при {|z| > 1} – к функции f∞(z) = −1.

Известно, что эквивалентная T -дроби (3.54) T -дробь K∞
n=1

z
en+dnz

схо-
дится вне кольца {R1 ≤ |z| ≤ R2}, радиусы которого описываются в
терминах верхнего и нижнего пределов модулей коэффициентов en и dn

(см. [23], с.149). Аналогичная теорема имеет место для T -дробей (3.54).
Теорема 7. Имеют место следующие утверждения:
1◦. T -дробь (3.54) сходится к функции f 0(z) в круге U1 = {|z| < R1},

где

R1 = (
√

B + H +
√

H)−2 , B = limn→∞|bn| , H = limn→∞|an + bn| .

Функция f 0(z) мероморфна в U1, и сходимость равномерна на компак-
тах, лежащих в U1 и не содержащих полюсов функции f 0(z).

2◦. Последовательность Pn(z)−Pn−1(z)
Qn(z)−Qn−1(z)

, n = 1, 2, . . . , где Pn(z)
Qn(z)

- n-я
подходящая дробь T -дроби (3.54), сходится к функции f∞(z) на мно-
жестве U2 = {|z| > R2}, где

R2 = b(
√

1 + h +
√

h)2 , b = limn→∞|b−1
n | , h = limn→∞|1 + an/bn| .

Функция f∞(z) мероморфна в U2, и сходимость равномерна на компак-
тах, лежащих в этом множестве и не содержащих полюсов функции
f∞(z).

Легко видеть, что R1 ≤ 1
B
≤ b ≤ R2. Если limn→∞ an = − limn→∞ bn 6=

0, то H = h = 0 и R1 = R2.
Для случая правильной C-дроби K∞

n=1
anz
1

в обозначениях теоремы 7
имеем B = 0, b = ∞ и R1 = (4limn→∞|an|)−1. Таким образом утверждение
1◦ теоремы 7 применительно к правильной C-дроби K∞

n=1
anz
1

совпадает
с утверждением, получаемым как следствие критерия Ворпицкого.
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Отметим, что формулы для радиусов R1 и R2, указанные в теоре-
ме, реализуются, например, для T -дробей с предельно постоянными ко-
эффициентами такими, что limn→∞ bn = 1 и limn→∞ an = a ≤ −1. В
следующем параграфе будет показано, что такие T -дроби сходится на
множестве C\Γ, где Γ - это окружность {|z| = 1}, объединенная с отрез-
ком [R1, R2] положительной полуоси, где R1 ≤ 1 ≤ R2 вычисляются по
формулам, указанным в теореме, и не сходится ни на каком множестве
(C \ Γ) ∪ {|z − z0| < ε}, где z0 ∈ Γ, ε > 0.

Из доказательства теоремы 7 будет видно, что при h > 1/3 утвер-
ждение 2◦ теоремы имеет место не только для последовательности
Pn(z)−Pn−1(z)
Qn(z)−Qn−1(z)

, n = 1, 2, . . . , но и для последовательности Pn(z)
Qn(z)

подходящих
дробей. При h ≤ 1/3 можно утверждать только лишь, что последова-
тельность подходящих дробей сходится к функции f∞(z) на множестве
U∗

2 = {|z| > R∗
2}, где R∗

2 = 2b(1− h)−1 ≥ R2.
Доказательство теоремы 7. Заметим, что, не теряя в общности,

можно считать, что H > 0 и h > 0, так как в случаях H = 0 и h = 0
утверждения теоремы могут быть получены простым предельным пере-
ходом.

Докажем утверждение 1◦. Положим θ1 =
√

H(
√

H + B +
√

H)−1. За-
метим, что 0 < θ1 ≤ 1/2 и выполняется неравенство

limn→∞(|bn|+ θ−1
1 |an + bn|) ≤ B + θ−1

1 H =

(
√

H + B +
√

H)2(1− θ1) = R−1
1 (1− θ1) .

Отсюда следует, что для всякого r1 < R1 существует натуральное число
N = N(r1) такое, что при всех n ≥ N и всех |z| ≤ r1 выполняется
неравенство

|bnz|+ θ−1
1 |anz + bnz| ≤ q(1− θ1) , где q =

r1R
−1
1 + 1

2
< 1

Это означает, что для дробно-линейных (по w) преобразований Sn(w, z) =
anz

w+1+bnz
, n = N, N + 1, . . . , зависящих от параметра z и совпадающих с

дробно-линейными преобразованими S(w) = αnw+βn

γnw+δn
, где αn = 0, βn =

anz, γn = 1, δn = 1 + bnz, выполнено неравенство (3.16) при p = −1,
θ = θ1 и указанном q (). Так как при p = −1 неравенство |w − p| > θ1

выполняется, в частности, при w = 0, то по следствию 2 теоремы 2.1 по-
следовательность композиций (по w) SN ◦ · · · ◦ Sn(0, z), n = N,N + 1, . . .
сходится при всех |z| ≤ r1 к функции fN(z), причем |fN(z) + 1|−1 ≤ θ−1

1

и

|(SN ◦ · · · ◦ Sn(0, z) + 1)−1 − (fN(z) + 1)−1| ≤ qn−N+1 1 + θ1

1− θ1

θ−1
1 .
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Отсюда следует, что мероморфные функции (SN ◦ · · · ◦ Sn(0, z) + 1)−1,
n = N,N + 1, . . . , во-первых, ограничены постоянной C = 4θ−1

1 , а сле-
довательно, голоморфны, и, во-вторых, равномерно сходятся в круге
U1 = {|z| ≤ r1} к голоморфной функции (fN(z) + 1)−1. Отсюда следует,
что последовательность мероморфных функций

S1 ◦ · · · ◦ Sn(0, z) = S1 ◦ · · · ◦ SN−1(SN ◦ · · · ◦ Sn(0, z))

сходится к мероморфной функции f 0(z) = S1 ◦ · · · ◦ SN−1(fN(z), z) рав-
номерно на компактах, лежащих в круге U1 и не содержащем полюсов
функции f 0(z). Так как в силу равенства (3.35) композиция S1 ◦ · · · ◦
Sn(0, z) совпадает с n-й подходящей дробью T -дроби (3.54), то тем са-
мым утверждение 1◦ теоремы 7 доказано.

Докажем утверждение 2◦. Положим θ2 = h +
√

h2 + h. Заметим, что
θ2 > 0 при всех h > 0 (и θ2 > 1 при h > 1/3) и выполняется неравенство

limn→∞(|bn| − θ−1
2 |an + bn|) =

limn→∞|bn|
(
1− θ−1

2 |1 +
an

bn

|) ≥ b−1(1− θ−1
2 h) = R−1

2 (1 + θ2)

Из этого неравенства следует, что для всякого r2 > R2 существует на-
туральное число L = L(r2) такое, что при всех n ≥ L и всех |z| ≥ r2

выполняется неравенство

|bnz| − θ−1
2 |anz + bnz| ≥ σ(1 + θ2) , где r2R

−1
2 > σ > 1 .

Это означает, что для дробно-линейных (по w) преобразований Sn(w, z) =
anz

w+1+bnz
, n = L,L + 1, . . . , зависящих от параметра z и совпадающих с

дробно-линейными преобразованими S(w) = αnw+βn

γnw+δn
, где αn = 0, βn =

anz, γn = 1, δn = 1 + bnz, выполнено неравенство (3.18) при p = −1,
θ = θ2 и q = σ−1. При p = −1 неравенство |w − p| < θ2 выполняется
при w = −1 (и выполняется при w = 0, если θ2 > 1, т.е. если h > 1/3).
Поэтому по следствию 3 теоремы 2.1 последовательность композиций
(по w) SL ◦ · · · ◦ Sn(−1, z), n = L, L + 1, . . . сходится при всех |z| ≥ r2 к
некоторой функции gL(z), причем |gL(z) + 1| ≤ θ2 и

|SL ◦ · · · ◦ Sn(−1, z)− gL(z)| ≤ qn−L+1θ2

Отсюда следует, что мероморфные функции SL ◦ · · · ◦ Sn(−1, z), n =
L,L + 1, . . . , ограничены, а следовательно, голоморфны и равномерно
сходятся на множестве U2 = {|z| ≥ r2} к голоморфной функции gL(z).
Отсюда следует, что последовательность мероморфных функций

S1 ◦ · · · ◦ Sn(0, z) = S1 ◦ · · · ◦ SN−1(SN ◦ · · · ◦ Sn(0, z))
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сходится к мероморфной функции f∞(z) = S1◦· · ·◦SN−1(fN(z), z) равно-
мерно на компактах, лежащих в U2 и не содержащем полюсов функции
f∞(z). Утверждение 2◦ теоремы 7 доказано.

3.3.2 Аналог теоремы Ван Флека для T -дробей с предельно
периодическими коэффициентами

В этом параграфе теорема Ван Флека о сходимости предельно постоян-
ных C-дробей и дополнение Гончара к ней будут распространены на слу-
чай - и T -дробей с предельно периодическими коэффициентами. Заме-
тим, что в вопросах нахождения множества сходимости C-дробь может
рассматриваться как частный случай b1 = b2 = · · · = 0 T -дроби (3.54).
Однако в более тонких вопросах случай C-дроби имеет свои особенно-
сти по сравнению со случаем T -дроби с ненулевыми коэффициентами
bn, n = 1, 2, . . . . Основное различие связано с тем, что C-дроби соответ-
ствует один формальный ряд, для которого подходящие дроби образуют
диагональ и наддиагональ таблицы классических аппроксимаций Паде
этого ряда, а T -дроби соответствуют два формальных ряда (в нуле и
в бесконечности ), для которых подходящие дроби образуют диагональ
таблицы двухточечных аппроксимаций Паде этих рядов. Различие - и
T -дробей проявляется, в частности, в свойстве экстремальности множе-
ства, на котором нет сходимости дроби. Для C-дроби с предельно перио-
дическими коэффициентами экстремальность этого множества (точнее,
множества, полученого из него преобразованием z → z−1 понимается в
смысле обычного трансфинитного диаметра, а для T -дроби – в смысле
двухточечного варианта трансфинитного диаметра, определению и свой-
ствам которого будет посвящен следующий параграф. Для C-дроби экс-
тремальность этого множества будет доказана с помощью теоремы Пойа,
а для T -дроби – с помощью двухточечного варианта теоремы Пойа, ко-
торый также будет сформулирован и доказан в следующем параграфе.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 8 Пусть коэффициенты T -дроби (3.54) имеют периоди-

ческие пределы limn→∞ anm+l = al, limn→∞ bnm+l = bl, где m – некото-
рое фиксированное натуральное число, l = 1, . . . , m и пусть an 6= 0,
(n = 1, 2, . . . ), а также выполняется одно из следующих двух условий
b1 . . . bm 6= 0 или bn = 0 при всех n = 1, 2, . . . (т. е. T -дробь (3.54) фак-
тически является правильной C-дробью). Тогда:

1◦. T -дробь (3.54) сходится к функции f(z) на множестве D = (C \
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Γ) \ E), где

Γ = Γ(a1, . . . , am; b1, . . . , bm) =
{
z ∈ C : z−mI2(z) ∈ [0, 4(−1)ma1 . . . am]

}
,

I(z) = I(z; a1, . . . , am; b1, . . . , bm) - след матрицы
(

0 a1z
1 1 + b1z

)
× · · · ×

(
0 amz
1 1 + bmz

)
,

E – некоторое конечное множество, состоящее из не более чем (m −
1)m точек и, в частности, пустое при m = 1 (в случае C-дроби мно-
жество E состоит из не более, чем m[(m − 1)/2] точек и пусто при
m = 1, 2). При этом 0 ∈ D, а если b1 . . . bm 6= 0, то и ∞ ∈ D.

2◦. Функция f(z) мероморфна в D, мероморфно продолжается в C\Γ
и не может иметь мероморфного продолжения (как однозначная ме-
роморфная функция) ни в какое множество (C \ Γ) ∪ {|z − z0| < ε}, где
z0 ∈ Γ, ε > 0.

3◦. Сходимость T -дроби (3.54) к функции f(z) равномерна на ком-
пактах, лежащих в D и не содержащих полюсов f(z).

4◦. ЕслиM – множество компактов K комплексной плоскости та-
ких, что функция

√
I2(z−1; a1, . . . , am; b1, . . . , bm)− 4(−1)ma1 . . . amz−m (3.55)

является однозначной аналитической функцией в области C \ K, то
Γ−1 ∈M и Γ−1 имеет наименьший трансфинитный диаметр, если b1 =
· · · = bm = 0, и наименьший двухточечный вариант трансфинитного
диаметра (определение которого будет дано в следующем параграфе),
если b1 . . . bm 6= 0, среди всех компактов K ∈M.

Замечание. Непосредственно из определения двухточечного вариан-
та трансфинитного диаметра, которое будет дано в следующем парагра-
фе, следует что это понятие инвариантно относительно преобразований
z → z−1. Поэтому утверждение 4◦ для случая T -дроби с ненулевыми
коэффициентами bn, n = 1, 2, . . . можно формулировать как в терминах
множества Γ−1, так и в терминах множества Γ.

Перед доказательством теоремы отметим некоторые геометрические
особенности разреза Γ−1 = Γ−1(a1, . . . , am; ; b1, . . . , bm). Рассмотрим сна-
чала случай b1 = · · · = bm = 0, т.е. случай C-дробей. При m = 1 разрез
Γ−1(a) – это отрезок [0,−4a], а разрез Γ(a) = {z ∈ C : z−1 ∈ [0,−4a]} –
это, очевидно, луч из классической теоремы Ван Флека.

При m = 2 разрез

Γ−1(a1, a2) =
{
z ∈ C : z2

(
1 + (a1 + a2)z−1

)2 ∈ [0, 4a1a2]
}

=
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{
z = −a1− a2 + 2t

√
a1a2 , t ∈ [−1, 1]

}
=

[− (
√

a1−
√

a2)2,−(
√

a1 +
√

a2)2
]

– также является отрезком. Следовательно, утверждение 4◦ теоремы при
m = 1, 2 в случае C-дроби тривиально, так как хорошо известно, что
отрезок имеет наименьший трансфинитный диаметр среди всех разре-
зов, соединяющих его концы. Нетривиальным утверждение 4◦ становит-
ся при m ≥ 3.

При m = 3 разрез

Γ−1(a1, a2, a3) =
{
z ∈ C : z(z + A)2 ∈ [0, B]

}
,

где A = a1 + a2 + a3, B = −4a1a2a3, делает однозначной алгебраическую
функцию

√(
z(z + A)2 −B

)
z. Точки ветвления этой функции – это точ-

ка z1 = 0 и точки z2, z3, z4, являющиеся корнями кубического уравнения
z3 +2Az2 +A2z−B = 0. По теореме Виета точки z2, z3, z4 удовлетворяют
равенству

(z2 + z3 + z4)
2 = 4(z1z2 + z1z3 + z2z3) . (3.56)

И наоборот, для любых четырех точек z1, z2, z3, z4 таких, что z1 = 0,
а z2, z3, z4 удовлетворяют равенству (3.56), найдутся ненулевые числа
a1, a2, a3, для которых разрез Γ−1(a1, a2, a3) превращает функцию√∏4

j=1(z − zj) в однозначную и имеет наименьший трансфинитный диа-
метр среди всех разрезов, обладающих этим свойством.

При m = 4 разрез

Γ−1(a1, a2, a3, a4) =
{
z ∈ C : (z2 + Az + B)2 ∈ [0, C]

}
=

{
z ∈ C :

(
z +

A

2

)2 ∈ [
A2

4
−B −

√
C,

A2

4
−B +

√
C

}
,

где A =
∑4

j=1 aj, B = a1a3 + a2a4, C = 4
∏4

j=1 aj, имеет своими концевы-

ми точками точки −A
2
±

√
A2

4
−B ±√C, лежащие в вершинах паралл-

лелограмма. Легко видеть, что разрез Γ−1(a1, a2, a3, a4) – это два куска
гиперболы, каждый из которых соединяет между собой две ближайшие
вершины паралллелограмма. Если паралллелограмм - это ромб, то раз-
рез – это диагонали паралллелограмма. Этот разрез делает однознач-
ной алгебраическую функцию

√
(z2 + Az + B)2 − C и имеет наимень-

ший трансфинитный диаметр среди всех разрезов с указанным свой-
ством.

При m = 5, 6 разрезы Γ−1(a1, a2, a3, a4, a5) и Γ−1(a1, a2, a3, a4, a5, a6) в
общем случае состоят из трех кривых, каждая из которых имеет по две
концевые точки. В частных случаях некоторые из этих концевых точек
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могут "слипаться"между собой. В этом случае имеет место ситуация
четырех концевых точек. По аналогии с равенством (3.56) можно выпи-
сать равенство на эти четыре точки ветвления, при котором возможна
указанная ситуация.

Рассмотрим теперь случай b1 . . . bm 6= 0. В соответствии с замечанием,
сделанным сразу после формулировки теоремы 8, будем выписывать в
явном виде разрез Γ, а не Γ−1. При m = 1, не теряя в общности, будем
считать, что b = 1. Тогда

Γ(a; 1) = {z : z−1(1 + z)2 ∈ [0,−4a]} = {z : z−1 + z ∈ [−2,−2− 4a]} .

Таким образом Γ(a; 1) – это прообраз отрезка [−1,−1−2a] при отображе-
нии, задаваемом функцией Жуковского z+z−1

2
. Положим r1,2 = −1−2a±

2
√

a + a2. Если a > 0, то Γ(a; 1) – это отрезок [r1, r2] отрицательной полу-
оси, содержащий точку z = −1. Если a = 0, то Γ(0; 1) – это точка z = −1.
Если −1 < a < 0, то Γ(a; 1) – это дуга окружности {|z| = 1} с концами в
точках r1,2, содержащая точку z = −1. Если a = −1, то r1,2 = 1 и Γ(a; 1)
– это окружность {|z| = 1}. Если a < −1, то Γ(a; 1) – это окружность
{|z| = 1} объединенная с отрезком [r1, r2] положительной полуоси. При
Ima 6= 0 разрез Γ(a; 1) не имеет точек самопересечения.

При a ≤ −1, как уже отмечалось, реализуются приведенные в тео-
реме 7 формулы для радиусов кольца {R1 ≤ |z| ≤ R2}, вне которо-
го имеется круговая сходимость T -дроби, так как при a ≤ −1 имеем
[r1, r2] = [R1, R2].

При m = 2 разрез Γ(a1, a2; b1, b2) – это множество

{z : z−2(1 + Az + Bz2)2 ∈ [0, 4a1a2]} = {z : z−1 + Bz ∈ E} ,

где A = a1+a2+b1+b2, B = b1b2, E = [−A−2
√

a1a2,−A+2
√

a1a2]. Таким
образом при b1b2 разрез Γ(a1, a2; b1, b2) – это прообраз отрезка [−A

2
−√

a1a2,−A
2
+
√

a1a2] при отображении, задаваемом функциейЖуковского
z+z−1

2
.

Доказательство теоремы 8. Так как подходящие дроби T -дро-
би (3.54) совпадают с композициями S1 ◦ · · · ◦ Sn(0, z) дробно-линейных
(по w) преобразований Sn(w, z) = anz

w+1+bnz
, то первые три утверждения

теоремы – это конкретизация следствия 4 теоремы 2.1.
Утверждение 4◦ будет доказано по отдельности для случая, когда T -

дробь (3.54) является правильной C-дробью, и для случая b1 . . . bm 6= 0.
В первом случае доказательство практически дословно распространя-
ет на предельно периодический случай доказательство Гончара его до-
полнения к теореме Ван Флека. Тем не менее это доказательство здесь
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воспроизводится, поскольку доказательство Гончара нигде не опублико-
вано.

Во втором случае идея доказательства сохраняется, но требует для
своего воплощения исследования свойств двухточечного варианта транс-
финитного диаметра множеств комплексной плоскости и доказательства
двухточечного варианта теоремы Пойа. Эти вопросы будут выделены
ниже в отдельный параграф.

Воспользуемся следствием 4 теоремы 2.1 применительно к Ω1 = C и
Ω1 = C \ {0} и дробно-линейным преобразованиям Sn(w, z) = anz

w+1+bnz
=

an

w 1
z
+ 1

z
+bn

, соответствующим непрерывной дроби (3.54). В обозначениях
следствия 4 теоремы 2.1 и доказываемой теоремы 8 величины I(z), ∆(z)
и разрез Γ имеют один и тот же смысл
I(z) = I(z; a1, . . . , am; b1, . . . , bm), ∆(z) = ∆(z; a1, . . . , am; b1, . . . , bm) и
Γ = Γ(a1, . . . , am; b1, . . . , bm). При этом ∆(z) в рассматриваемом случае
легко находится в явном виде ∆(z) = (−1)ma1 . . . am. По следствию 4
теоремы 2.1 T -дробь (3.54) сходится на множестве D = (C \ Γ) \ E), где
E = ∪m

l=1

{
z ∈ C : 0 = pl(z)

}
, pl(z) – отталкивающая неподвижная точ-

ка дробно-линейного преобразования Sl ◦ · · · ◦ Sm ◦ S1 ◦ · · · ◦ Sl−1(w, z),
Sj(w, z) = ajz

w+1+bjz
, к функции f(z), мероморфной в C \ Γ, равномерно

на компактах, лежащих в D и не содержащих полюсов f(z). При этом
по теореме 7 (о круговой сходимости T -дробей) {|z| < R1} ∈ D, а если
limn→∞|bn| > 0, то и {|z| > R2} ∈ D, где R1 > 0 и R2 < ∞ указаны
в теореме 7. Таким образом 0 ∈ D, а если limn→∞|bn| > 0 (это условие
выполнено, если b1 . . . bm 6= 0), то и ∞ ∈ D.

Покажем, что каждое из множеств El =
{
z ∈ C : 0 = pl(z)

}
со-

стоит из не более, чем m − 1 точек (а в случае C-дробей – [(m − 1)/2]
точек). Не теряя в общности, можно считать, что l = 1. Индукцией по
m нетрудно показать, что S1 ◦ · · · ◦ Sm = α(z)w+β(z)

γ(z)w+δ(z)
, где α(z), β(z), γ(z),

δ(z) – многочлены степени не выше m, и β(0) = 0. Заметим, что множе-
ство тех z ∈ C, для которых точка w = 0 является неподвижной точкой
дробно-линейного преобразования α(z)w+β(z)

γ(z)w+δ(z)
содержит в себе множество

E1 и совпадает с множеством {z ∈ C : β(z) = 0}. Так как deg β(z) ≤ m,
точка z = 0 является корнем многочлена β(z) и 0 /∈ E1 (так как 0 ∈ D),
то множество E1 состоит из не более, чем m− 1 точек.

Уточним эту оценку для случая b1 = · · · = bm = 0, а именно, по-
кажем, что множество E1 в случае C-дробей состоит из не более, чем
[(m − 1)/2] точек. Индукцией по m нетрудно показать, что в случае
b1 = · · · = bm = 0 имеют место равенства

α(z) = a1ztm−3(z; a3, . . . , am−1) , β(z) = a1ztm−2(z; a3, . . . , am) ,
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γ(z) = tm−2(z; a2, . . . , am−1) , δ(z) = tm−1(z; a2, . . . , am) , (3.57)

где t−2 = 0, t−1 = t0 = 1 и

tm(z; a1, . . . , am) = 1+z

m∑

l=1

al +z2
∑

l0<l1−1

al0al1 +z3
∑

l0<l1−1<l2−2

al0al1al2 + · · ·

· · ·+ z[(m+1)/2]
∑

l0<l1−1<···<l[(m−1)/2]−[(m−1)/2]

al0 . . . al[(m−1)/2] , m = 1, 2, . . .

(3.58)
Непосредственно из определения видно, что tm(z; a1, . . . , am) – многочлен
степени не выше [(m + 1)/2] с единичным свободным членом. Следова-
тельно, в случае C-дробей многочлен β(z) = a1ztm−2(z; a3, . . . , am) кроме
точки z = 0 имеет еще не более [(m− 1)/2] корней. Как и ранее, отсюда
следует, что множество E1 состоит из не более, чем [(m− 1)/2] точек.

Так как E = ∪m
l=1E

l, то множество E в общем случае состоит из не
более, чем m(m− 1) точек и, следовательно, пусто при m = 1. В случае
C-дробей множество E состоит из не более, чем m[(m − 1)/2] точек и
пусто при m = 1, 2. Таким образом утверждение 1◦, утверждение 3◦ и
частично утверждение 2◦ (мероморфная продолжимость функции f(z) в
C\Γ) являются уточнением следствия 4 теоремы 2.1 для случая дробно-
линейных преобразований Sn(w, z) = anz

w+1+bnz
, соответствующих T -дроби

(3.54).
Докажем утверждение 4◦ и вторую половину утверждения 2◦ сна-

чала для C-дробей. Из формул, выражающих коэффициенты C-дроби
через ганкелевы определители функции f , к которой C-дробь сходится
(см., например, [23], с. 220, 221) следует, что fn,n =

∏n−1
k=0 a1 . . . a2k+1, где

ганкелевы определители fn,n функции f определены равенством (0.14).
Поэтому из условия существования периодических пределов коэффици-
ентов an имеем равенство

lim
n→∞

|fn,n|1/n2

= |a1 . . . am| 1
mn2

Pn−1
k=0 (2k+1) = |a1 . . . am|1/m . (3.59)

Пусть K – компакт такой, что функция g(z) = f(z−1) =
∑∞

n=1 fnz−n

мероморфна в C \K. Тогда по теореме Пойа имеем неравенство
limn→∞ |fn,n|1/n2 ≤ d(K), где d(K) – трансфинитный диаметр компакта
K. Отсюда и из равенства (3.59) получаем неравенство

d(K) ≥ |a1 . . . am|1/m . (3.60)

Покажем теперь, что d
(
Γ−1(a1, . . . , am)

)
= |a1 . . . am|1/m. Это равен-

ство следует непосредственно из определения множества Γ и хорошо
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известных свойств трансфинитного диаметра. Действительно, извест-
но, что трансфинитный диаметр любого отрезка равен четверти его
длины и что для всякого компакта L и всякого многочлена pm(z) сте-
пени m с единичным старшим коэффициентом справедливо равенство
d
({z ∈ C : pm(z) ∈ L}) = d(L)1/m (см., например, [19], с. 290). Из ра-

венств (3.57)-(3.58) следует, что

I(z; a1, . . . , am) = α(z) + δ(z) =

a1ztm−3(z; a3, . . . , am−1) + tm−1(z; a2, . . . , am)

является многочленом степени не выше [m/2] с единичным свободным
коэффициентом. Следовательно, zmI2(z−1; a1, . . . , am) – многочлен сте-
пени m c с единичным старшим коэффициентом. Поэтому

d
(
Γ−1(a1, . . . , am)

)
=

d
({z ∈ C : zmI2(z−1; a1, . . . , am) ∈ [0, 4(−1)ma1 . . . am]}) =

d
(
[0, 4(−1)ma1 . . . am]

)1/m
= |a1 . . . am|1/m .

Предположим, что функция f(z) имеет мероморфное продолжение
в множество (C \ Γ) ∪ {|z − z0| < ε}, где z0 ∈ Γ, ε > 0. Тогда функция
g(z) = f(z−1) имеет мероморфное продолжение в множество (C \ Γ−1)∪
{|z − z−1

0 | < δ}, где z−1
0 ∈ Γ−1, δ > 0. Так как

d
(
Γ−1 \ {|z − z−1

0 | < δ}) < d(Γ−1) = |a1 . . . am|1/m ,

то это противоречит неравенству (3.60). Таким образом утверждение 2◦

полностью доказано.
Заметим, что разрез Γ−1(a1, . . . , am) зависит только от a1, . . . , am и

рассмотрим C-дробь с чисто периодическими коэффициентами anm+l =
al, l = 1, . . . , m, n = 0, 1, . . . . В силу замечания 2 к следствию 1 тео-
ремы 2.1 функция f(z) для такой C-дроби вычисляется явным обра-
зом как притягивающая неподвижная точка дробно-линейного преоб-
разования S1 ◦ · · · ◦ Sm = α(z)w+β(z)

γ(z)w+δ(z)
, т.е. определяется правой частью

равенства (3.31) (с заменой знака корня на противоположный). Следо-
вательно, точки ветвления функции g(z) = f(z−1) совпадают с точками
ветвления функции (3.55). По уже доказанному разрез Γ−1(a1, . . . , am)
имеет наименьший трансфинитный диаметр среди всех разрезов, вне
которых функция g(z), а следовательно, и функция (3.55), является од-
нозначной аналитической функцией. Утверждение 4◦ для случая bn = 0,
n = 1, 2, . . . , доказано.
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Таким образом теорема 8 полностью доказана для случая C-дробей.
Завершение доказательство теоремы 8 для случая T -дробей, когда b1 . . . bm 6=
0 будет дано в следующем параграфе после доказательства двухточечно-
го варианта теоремы Пойа, сформулированного во введении как теорема
6.

3.3.3 Двухточечный аналог трансфинитного диаметра и двух-
точечный аналог теоремы Пойа

Напомним, что трансфинитным диаметром компакта K комплексной
плоскости называется число, определенное равенством (0.20). Понятие
трансфинитного диаметра было введено Фекете [41] и оказалось весь-
ма полезным при исследовании многих вопросов комплексного анализа.
Отметим, что трансфинитный диаметр компакта совпадает с его емко-
стью, а также с постоянной Чебышева этого компакта (см., например,
[19]). Позже в работах Лея [49], [50], Гончара и Рахманова [22], Маскара и
Саффа [53], Саффа и Тотика [63] было введено и изучено понятие транс-
финитного диаметра замкнутого множества K комплексной плоскости
с весовой функцией ω(z)

δω(K) = lim
n→∞

max
(z1,...,zn)⊂K

∏
i<j

(|zi − zj|ω(zi)ω(zj)
) 2

(n−1)n .

Как и в классическом случае, нетрудно показать, что выражение, стоя-
щее под знаком предела в этом равенстве, убывает (см., например, [63]),
и следовательно, указанный предел существует.

Ниже имеющиеся результаты о поведении величины δω(K) будут кон-
кретизированы для интересующего нас случая ω(z) = z−1/2.

Пусть замкнутое множество K не содержит точек 0 и ∞. Положим

e(K) = δ2
z−1/2(K) = lim

n→∞
max

(z1,...,zn)⊂K

∏
i<j

(|zi − zj||z−1
i − z−1

j |))
2

(n−1)n . (3.61)

Введенную величину e(K), которая, очевидно, инвариантна относи-
тельно преобразований z → z−1 и z → Az, где A – произвольное ком-
плексное число, естественно назвать двухточечным (в точках z = 0 и
z = ∞) вариантом трансфинитного диаметра.

Имеет место следующее утверждение.
Лемма 5.1. Для всякого замкнутого множества K, не содержа-

щего точек z = 0 и z = ∞ выполняется равенство

e(K) =
√

d(K)d(K−1)e−γ(K) ,
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где e(K) определяется равенством (3.61), d(K) и d(K−1) – трансфи-
нитные диаметры компактов K и K−1 = {z ∈ C : z−1 ∈ K} соот-
ветственно, γ(K) = 0, если точки z = 0 и z = ∞ лежат в разных
компонентах C \K и γ(K) = g(0,∞) в противном случае, где g(0,∞)
– функция Грина компоненты, содержащей точки z = 0 и z = ∞.

Доказательство леммы 5.1. Обозначим через B0 и B∞ связные
компоненты дополнения C \K, содержащие соответственно точки z = 0
и z = ∞. Через g(z, 0) и g(z,∞) обозначим функции Грина областей B0

и B∞ с особенностями в точках z = 0 и z = ∞ соответственно, а через

γ0 = lim
z→0

(
g(z, 0) + ln |z|) и γ∞ = lim

z→∞
(
g(z,∞)− ln |z|)

– постоянные Робэна этих областей. Если B0 = B∞, то положим g(z) =
g(z, 0) + g(z,∞), z ∈ B0 = B∞. Если B0 6= B∞, то положим g(z) = g(z, 0)
при z ∈ B0 и g(z) = g(z,∞) при z ∈ B∞. Таким образом функция g(z)
определена, неотрицательна и гармонична в (B0 ∪ B∞) \ {0,∞}, g(z)
стремится к нулю при z, стремящемся к точкам множества K, и

lim
z→0

(
g(z) + ln |z|) = γ0 + γ(K) , lim

z→∞
(
g(z)− ln |z|) = γ∞ + γ(K) ,

где γ(K) определена в формулировке леммы 4.
Так как трансфинитный диаметр d(K) компакта K совпадает с его

емкостью C(K) = e−γ∞ (см., например, [19]) и соответственно d(K−1) =
e−γ0 , то для доказательства леммы достаточно доказать равенство

e(K) = e−
γ0+γ∞

2
−γ(K) . (3.62)

Положим

Vn(K) = max
(z1,...,zn)⊂K

∏
i<j

(|(zi − zj)(z
−1
i − z−1

j )| ,

mn(K) = inf max
z∈K

∣∣∣∣
p2n(z)

zn
√

p2n(0)

∣∣∣∣ ,

где нижняя грань берется по всем многочленам p2n(z) степени 2n с еди-
ничным старшим коэффициентом и нулями, лежащими на K, и убедим-
ся в справедливости следующей цепочки неравенств:

e−
γ0+γ∞

2
−γ(K) ≤ mn(K)1/n ≤ Vn+1(K)1/n

Vn(K)1/n
≤ e−

γ0+γ∞
2

−γ(K)
(
1 + o(1)

)
.

(3.63)
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Действительно, пусть

mn(K) = max
z∈K

∣∣∣∣
t2n(z)

zn
√

t2n(0)

∣∣∣∣ ,

где t2n(z) – многочлен, реализующий нижнюю грань для mn(K) (нетруд-
но показать, что, как и в классическом случае, такой многочлен суще-
ствует). Тогда функция

u(z) = g(z)− 1

n
ln

∣∣∣∣
t2n(z)

zn
√

t2n(0)mn(K)

∣∣∣∣ ,

где g(z) определена в начале доказательства леммы, является гармо-
нической в B0 ∪ B∞, включая точки z = 0 и z = ∞, и ее предельные
значения при приближении к K неотрицательны. Поэтому u(z) ≥ 0 при
всех z ∈ B0 ∪B∞, включая точки z = 0 и z = ∞, и, в частности,

u(0) = γ0 + γ(K)− 1

2n
ln |t2n(0)|+ 1

n
ln |mn(K)| ≥ 0 ,

u(∞) = γ∞ + γ(K) +
1

2n
ln |t2n(0)|+ 1

n
ln |mn(K)| ≥ 0 .

Складывая последние два неравенства, получаем неравенство

γ0 + γ∞ + 2γ(K) +
2

n
ln |mn(K)| ≥ 0 ,

эквивалентное первому из неравенств в цепочке (3.63). Второе из нера-
венств цепочки (3.63) тривиально. Действительно, пусть λ1,n, . . . , λn,n –
точки из K, реализующие Vn(K), т. е.

Vn(K) =
∏
i<j

∣∣(λi,n − λj,n)(λ−1
i,n − λ−1

j,n)
∣∣ .

Тогда при всех z ∈ K имеет место неравенство

Vn+1(K) ≥ Vn(K)
∣∣(z − λ1,n) . . . (z − λn,n)(z−1 − λ−1

1,n) . . . (z−1 − λ−1
n,n)

∣∣ .

Следовательно,

Vn+1(K)

Vn(K)
≥ max

z∈K

∣∣(z − λ1,n) . . . (z − λn,n)(z−1 − λ−1
1,n) . . . (z−1 − λ−1

n,n)
∣∣ =

max
z∈K

∣∣∣∣
(z − λ1,n)2 . . . (z − λn,n)2

znλ1,n . . . λn,n

∣∣∣∣≥ mn(K) .
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Для доказательства последнего из неравенств цепочки (3.63) введем
в рассмотрение многочлен τn(z) = z

n
2
±δnτn,1(z) τn,2(z−1)

τn,2(0)
, где δn равно нулю,

если n четно, и равно 1
2
, если n нечетно, τn,1(z) – многочлен Чебышева

степени n
2
∓ δn компакта K (с нулями на K), τn,2(z) ≡ 1, если B0 6= B∞,

и τn,2(z) – многочлен Чебышева степени n
2

+ δn компакта K−1 (с нулями
на K−1), если B0 = B∞. Легко видеть, что τn(z) – многочлен степени n
c единичным старшим коэффициентом и

max
z∈K

∣∣∣∣
τn(z)

z
n
2
±δn

∣∣∣∣
1/n

≤ max
z∈K

|τn,1(z)|1/n max
z∈K

∣∣∣∣
τn2(z

−1)

τn,2(0)

∣∣∣∣
1/n

.

Так как постоянная Чебышева компакта K (с нулями на K) совпада-
ет с его емкостью, то первый множитель в правой части этого нера-
венства стремится при n → ∞ к e−γ∞/2. Если B0 6= B∞, то второй
множитель равен 1 = e−γ(K)/2, так как в этом случае τn,2(z) ≡ 1 и
γ(K) = 0. Если B0 = B∞, то второй множитель стремится при n →∞ к
e−g̃(0,∞)/2 = e−g(0,∞)/2 = e−γ(K)/2, где g̃(z,∞) – функция Грина компакта
K−1 с особенностью в точке ∞ (см., например, [19], стр. 305). Таким
образом

max
z∈K

∣∣∣∣
τn(z)

z
n
2
+δn

∣∣∣∣
1/n

≤ e−
(

γ∞+γ(K)
)

/2
(
1 + o(1)

)
, n →∞ . (3.64)

Обозначим через W (z1, . . . , zn) модуль определителя Вандермонда в
точках z1, . . . , zn и заметим, что при всех (z1, . . . , zn) ∈ K имеет место
неравенство

Vn(K) ≥
∏
i<j

∣∣∣∣
(zi − zj)

2

zizj

∣∣∣∣=
W 2(z1, . . . , zn)

|z1 . . . zn|n−1
. (3.65)

Если λ1,n+1, . . . , λn+1,n+1 – точки из K, реализующие Vn+1(K), то с учетом
(3.65) имеем равенство

Vn+1(K) =
W 2(λ1,n+1, . . . , λn+1,n+1)

|λ1,n+1, . . . , λn+1,n+1|n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
. . . . . . . . .

λn−1
1,n+1 . . . λn−1

n+1,n+1

λn
1,n+1 . . . λn

n+1,n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

|λ1,n+1, . . . , λn+1,n+1|n =
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∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
. . . . . . . . .

λn−1
1,n+1 . . . λn−1

n+1,n+1

τn(λ1,n+1) . . . τn(λn+1,n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

|λ1,n+1, . . . , λn+1,n+1|n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ
−n

2
±δn

1,n+1 . . . λ
−n

2
±δn

n+1,n+1

. . . . . . . . .

λ
n
2
±δn−1

1,n+1 . . . λ
n
2
±δn−1

n+1,n+1
τn(λ1,n+1)

λ
n
2±δn
1,n+1

. . . τn(λn+1,n+1)

λ
n
2±δn
n+1,n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

, (3.66)

где τn – произвольный многочлен степени n c единичным старшим ко-
эффициентом и, в частности, многочлен, фигурирующий в неравенстве
(3.64) (квадрат последнего определителя в равенстве (3.66) следует по-
нимать как произведение двух определителей, в одном из которых δn

берется со знаком плюс, а в другом – со знаком минус).
Оценим сверху по модулю алгебраические дополнения элементов по-

следней строки определителя в правой части равенства (3.66). Напри-
мер, первое из этих алгебраических дополнений

An+1,1 =

∣∣∣∣∣∣∣

λ
−n

2
±δn

2,n+1 . . . λ
−n

2
±δn

n+1,n+1

. . . . . . . . .

λ
n
2
±δn−1

2,n+1 . . . λ
n
2
±δn−1

n+1,n+1

∣∣∣∣∣∣∣
=

W (λ2,n+1, . . . , λn+1,n+1)

(λ2,n+1 . . . λn+1,n+1)
n
2
∓δn

оценивается с учетом (3.65) неравенством

|An+1,1| ≤ Vn(K)1/2

|λ2,n+1 . . . λn+1,n+1|1/2∓δn
=

Vn(K)1/2|λ1,n+1|1/2∓δn

|λ1,n+1 . . . λn+1,n+1|1/2∓δn
.

Оценивая таким же образом и остальные алгебраические дополнения,
раскрывая оба определителя в правой части равенства (3.66) по послед-
ней строке и перемножая их, получаем неравенство

Vn+1(K) ≤ (n + 1)2 max
z∈K

∣∣∣∣
τn(z)

z
n
2
±δn

∣∣∣∣
2

Vn(K)
maxz∈K |z|

|λ1,n+1 . . . λn+1,n+1| .

Учитывая (3.64), отсюда получаем неравенство

Vn+1(K)1/n

Vn(K)1/n
≤ e−γ∞−γ(K) 1

|λ1,n+1 . . . λn+1,n+1|1/n

(
1 + o(1)

)
.

Точно таким же образом получается неравнство

Vn+1(K)1/n

Vn(K)1/n
≤ e−γ0−γ(K)|λ1,n+1 . . . λn+1,n+1|1/n

(
1 + o(1)

)
.

Перемножая последние два неравенства, получаем третье неравенство
цепочки (3.63).
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Из цепочки неравенств (3.63) следует равенство

lim
n→∞

mn(K)1/n = lim
n→∞

∣∣∣∣
Vn+1(K)

Vn(K)

∣∣∣∣
1/n

= e−
γ0+γ∞

2
−γ(K) .

Стандартными рассуждениями (см., например, [19], стр. 288) из этого
равенства получаем равенство

e(K) = lim
n→∞

|Vn(K)| 2
(n−1)n = e−

γ0+γ∞
2

−γ(K) .

Таким образом равенство (3.62), а вместе с ним и лемма доказаны. £

Из леммы 4 следует, в частности, что если K – это кольцо {r ≤ |z| ≤
R}, то

e(K) = d(K)1/2d(K−1)1/2 = (R/r)1/2 .

Следствие 1 леммы 5.1. Пусть L – произвольный компакт ком-
плексной плоскости,

K =

{
z ∈ C :

m∑

l=−m

αlz
l ∈ L

}
,

где m ∈ N и α−mαm 6= 0. Тогда e(K) = d(L)1/m|α−mαm|−1/2m.
Доказательство следствия 1 леммы 5.1. Заметим, что точки

z = 0 и z = ∞ переходят при отображении z → ∑m
l=−m αlz

l в точ-
ку ∞, а связные компоненты B0 и B∞ дополнения C \ K переходят
в связную компоненту C \ L, содержащую ∞. Рассмотрим функцию
1
m

gL(
∑m

l=−m αlz
l,∞), где gL(z,∞) – функция Грина компоненты C \ L,

содержащей ∞, с особенностью в ∞. Эта функция определена, неотри-
цательна и гармонична в B0∪B∞, за исключением точек z = 0 и z = ∞,
и, как нетрудно видеть, совпадает с функцией g(z), определенной выше
перед доказательством леммы. При этом

γ0 + γ(K) = lim
z→0

(
g(z) + ln |z|) =

ln |α−m|+ γL

m
,

γ∞ + γ(K) = lim
z→∞

(
g(z)− ln |z|) =

ln |αm|+ γL

m
,

где γL = limz→∞
(
gL(z,∞)− ln |z|). Тогда в силу равенства (3.62) имеем

равенство

e(K) = exp

(
− ln |α−m|+ ln |αm|+ 2γL

2m

)
= |α−mαm|−1/2me−γL/m .
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Так как e−γL
= d(L), то отсюда следует требуемое утверждение. £

Следствие 2 леммы 5.1. e(K) ≥ e−2γ(K).
Действительно, непосредственно из определений величин e(K), d(K)

и d(K−1) имеем неравенство

e(K) ≤ lim
n→∞

max
(z1,...,zn)⊂K

∏
i<j

|zi−zj|
2

(n−1)n lim
n→∞

max
(z1,...,zn)⊂K

∏
i<j

|z−1
i −z−1

j | 2
(n−1)n =

d(K)d(K−1) ,

которое эквивалентно рассматриваемому неравенству, так как по лемме
d(K)d(K−1) = e(K)2e2γ(K). £

Следствие 3 леммы 5.1. Пусть e(K) < 1 (это неравенство име-
ет место, например, при K = Γ(a1, . . . , am; b1, . . . , bm), где |a1 . . . am| <
|b1 . . . bm|). Тогда точки z = 0 и z = ∞ лежат в одной компоненте
дополнения C \K.

Действительно, если точки z = 0 и z = ∞ лежат в разных компо-
нентах дополнения C \ K, то γ(K) = 0 и по следствию 2 имеет место
неравенство e(K) ≥ 1, что противоречит имеющемуся предположению.
£

Доказательство теоремы 5 (двухточечного аналога теоремы
Пойа). Докажем теорему 5 сначала для случая, когда функция f(z)
голоморфна в B0∪B∞, за исключением точек z = 0 и z = ∞, в которых
функция f(z) может иметь полюс. Для всякого ρ > 0 положим Kρ =
{z ∈ B0 ∪ B∞ : g(z) = ρ}, где g(z) определена в начале доказательства
леммы 5.1. По теореме о вычетах при всех n = 0,±1, . . . имеем равенство

1

2πi

∫

Kρ

f(z)zndz = Resz=0f(z)zn + Resz=∞f(z)zn = α−(n+1) − β−(n+1) .

Подставляя эти значения в определитель (0.28), получаем равенство

(2πi)n+1Hn =

∫

Kρ

. . .

∫

Kρ

f(z1) . . . f(zn+1)×

∣∣∣∣∣∣∣∣

zn−1
1 zn−2

2 . . . z−1
n+1

zn−2
1 zn−3

2 . . . z−2
n+1

. . . . . . . . . . . .

z−1
1 z−2

2 . . . z
−(n+1)
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
dz1 . . . dzn+1 =

∫

Kρ

. . .

∫

Kρ

f(z1) . . . f(zn+1)

z1
1 . . . z

(n+1)
n+1

×

∣∣∣∣∣∣∣∣

zn
1 zn

2 . . . zn
n+1

zn−1
1 zn−1

2 . . . zn−1
n+1

. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
dz1 . . . dzn+1 .
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Делая под интегралом все возможные (n + 1)! перестановок в наборе
(z1, . . . , zn+1), от которых интеграл не меняет своего значения, и сумми-
руя, получаем равенство (с точностью до знака)

(n + 1)!(2πi)n+1Hn =

∫

Kρ

. . .

∫

Kρ

f(z1) . . . f(zn+1)×
∣∣∣∣∣∣∣∣

z−1
1 z−1

2 . . . z−1
n+1

z−2
1 z−2

2 . . . z−2
n+1

. . . . . . . . . . . .
z−n
1 z−n

2 . . . z−n
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣∣∣

zn
1 zn

2 . . . zn
n+1

zn−1
1 zn−1

2 . . . zn−1
n+1

. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
dz1 . . . dzn+1 =

∫

Kρ

. . .

∫

Kρ

f(z1) . . . f(zn+1)

z1 . . . zn+1

∏
i<j

(zi − zj)(z
−1
i − z−1

j )dz1 . . . dzn+1 .

Следовательно,

(n + 1)!|Hn| ≤ Cn+1
ρ max

(z1,...,zn)⊂K

∏
i<j

|zi − zj| · |z−1
i − z−1

j | ,

где Cρ зависит только от f и ρ. Возводя последнее неравенство в степень
2/n2, переходя к пределу при n → ∞ и учитывая определение (3.61),
получаем неравенство limn→∞|Hn|2/n2 ≤ e(Kρ). Так как e(Kρ) = eρe(K)
и ρ можно выбрать сколь-угодно малым, то limn→∞|Hn|2/n2 ≤ e(K).

Пусть теперь f(z) – произвольная мероморфная в B0∪B∞ функция.
Обозначим через K̃ все полюсы f(z) в B0 и B∞, за исключением 0 и
∞. Тогда K ∪ K̃ – замкнутое, не содержащее точек 0 и ∞ множество.
Так как точками накопления полюсов f(z) могут служить только лишь
точки из K, то e(K∪K̃) = e(K) и по уже доказанному limn→∞|Hn|2/n2 ≤
e(K ∪ K̃) = e(K). Теорема 5 доказана. £

Завершение доказательства теоремы 8. Пусть b1 . . . bm 6= 0. То-
гда по теореме 7 существуют мероморфные ростки f 0(z) =

∑∞
n=1 αnz

n

и f∞(z) =
∑0

n=−∞ βnzn функции f(z) в точках 0 и ∞ соответствен-
но. Если anbn 6= 0, n = 1, 2, . . . , то из известных формул (см. [23], стр.
255), выражающих коэффициенты an и bn через двухточечные ганкеле-
вы определители (0.28) ростков f 0(z) и f∞(z), имеем равенства

∣∣∣∣
Hn

Hn−1

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
a1 . . . an

b1 . . . bn

∣∣∣∣ ,

и следовательно,

|Hn| =
n∏

k=1

∣∣∣∣
a1 . . . ak

b1 . . . bk

∣∣∣∣ .
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Так как по условию теоремы коэффициенты an и bn имеют периодиче-
ские пределы, то

lim
n→∞

|Hn|
2

n(n+1) =

∣∣∣∣
a1 . . . am

b1 . . . bm

∣∣∣∣
1/m

. (3.67)

Пусть K – компакт такой, что функция f(z), определенная в окрест-
ностях точек 0 и ∞ рядами f 0(z) =

∑∞
n=1 αnzn и f∞(z) =

∑0
n=−∞ βnz

n

допускает мероморфное продолжение в C \K. Тогда по двухточечному
варианту теоремы Пойа имеем неравенство limn→∞|Hn|

2
n2 ≤ e(K).

Покажем, что

e(Γ) =

∣∣∣∣
a1 . . . am

b1 . . . bm

∣∣∣∣
1/m

.

Так как трансфинитный диаметр любого отрезка равен четверти его
длины, то, полагая E = [0, 4(−1)ma1 . . . am], имеем d(E) = |a1 . . . am|.
Нетрудно показать, что

Tr

((
0 a1z
1 1 + b1z

)
× · · · ×

(
0 amz
1 1 + bmz

))

является многочленом вида (b1 . . . bm)zm + · · · + 1. Поэтому непосред-
ственно из определения множества Γ и следствия 1 леммы получаем
равенство

e(Γ) = e
({z ∈ C : z−m + · · ·+ (b1 . . . bm)2zm ∈ E}) =

d(E)1/m

|b1 . . . bm|1/m
=

∣∣∣∣
a1 . . . am

b1 . . . bm

∣∣∣∣
1/m

.

Пусть функция f(z) допускает мероморфное продолжение как одно-
значная мероморфная функция в область (C \ Γ) ∪ {|z − z0| < ε}, где
z0 ∈ Γ, ε > 0. Положим K = Γ \ {|z − z0| < ε}. Тогда функция f(z) до-
пускает мероморфное продолжение в C \K. Следовательно, по теореме
6 имеем неравенство

limn→∞|Hn|
2

n(n+1) ≤ e(K) < e(Γ) ,

которое противоречит равенству (3.67). £
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3.4 Сходимость непрерывной дроби Роджерса–Рама-
нуджана

3.4.1 Представление функции Hq в виде отношения двух го-
ломорфных в единичном круге функций

В этом параграфе будут доказаны первые два утверждения теоремы 6.
Лемма 6.1. При всех q, α, β ∈ C имеет место равенство

Gq(αz)Gq−1(βz) = 1 +
∞∑

n=1

zn qn2

(q)n

n∏
j=1

(α− βq−2n+j). (3.68)

Дказательство леммы 6.1. Замечая, что (q−1)j = (−1)jq−
j(j+1)

2 (q)j

и меняя по ходу дела порядок суммирования, из определения (0.30)
функции Gq получаем равенство

Gq(αz)Gq−1(βz) =
∞∑

l=0

(αz)l ql2

(q)l

∞∑
j=0

(βz)j q−j2

(−1)jq−
j(j+1)

2 (q)j

=

∞∑
n=0

zn

n∑
j=0

1

(q)n−j(q)j

αn−j(−1)jq(n−j)2−j2+
j(j+1)

2 βj =

∞∑
n=0

zn qn2

(q)n

n∑
j=0

(q)n

(q)n−j(q)j

αn−jq
j(j+1)

2 (−1)jq−2njβj =

1 +
∞∑

n=1

zn qn2

(q)n

n∏
j=1

(α− βq−2n+j).

Последнее равенство в этой цепочке равенств – это частный случай при
b = α, w = −βq−2n общей q-биномиальной теоремы (см., например, [43]
с. 7, равенство 1.3.2), которая утверждает, что при всех q, b, w ∈ C спра-
ведливо равенство

n∏
j=1

(b + wqj) =
n∑

j=0

(q)n

(q)n−j(q)j

bn−jq
j(j+1)

2 wj. (3.69)

Таким образом лемма 6.1 (равенство (3.68)) доказана. £
Доказательство утверждения 2◦ теоремы 6. Положим

Vq,l(z) = Gq(z)Gq−1(qlz). (3.70)
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Из определения (3.70) функций Vq,l и определения функции Hq следует,
что при всех q ∈ C и всех l ∈ Z имеет место равенство

Vq,l+1(z)

Vq,l(qz)
=

Gq(z)Gq−1(ql+1z)

Gq(qz)Gq−1(ql+1z)
=

Gq(z)

Gq(qz)
= Hq(z). (3.71)

Кроме того, из определения (3.70) функций Vq,l и равенства (3.68) при
α = 1, β = ql следует, что

Vq,l = 1 +
∞∑

n=1

zn qn2

(q)n

n∏
j=1

(1− ql−2n+j). (3.72)

Поэтому, замечая, что

qn2
n∏

j=1

(1−ql−2n+j) = qn2
n∏

k=1

(1−ql−n+1−k) = (−1)nq−
n(n−2l−1)

2

n∏
j=1

(1−qn−l−1+j),

получаем

Vq,l(z) = 1 +
∞∑

n=1

zn(−1)n q−
n(n−2l−1)

2

(q)n

n∏
j=1

(1− qn−l−1+j). (3.73)

Так как при n ≥ max{1, l + 1} имеет место равенство

n∏
j=1

(1− qn−l−1+j) =
(q)2n−l−1

(q)n−l−1

, (3.74)

то из равенства (3.70), равенства (3.73) при l = 0 и определения (0.35)
степенного ряда Vq(z) следует, что

Gq(z)Gq−1(z) = Vq,0(z) = 1 +
∞∑

n=1

zn(−1)nq−
n(n−1)

2
(q)2n−1

(q)n−1(q)n

= Vq(z).

(3.75)
Аналогично, из равенств (3.73) и (3.74) при l = −1 следует, что

Vq,−1(z) = 1 +
∞∑

n=1

zn(−1)nq−
n(n+1)

2
(q)2n

(q)2
n

. (3.76)

Так как
(q)2n

(q)n

=
(q)2n−1

(q)n−1

(1 + qn),
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то из равенств (3.76) и (3.75) следует, что

Vq,−1(qz) = 1 +
∞∑

n=1

zn(−1)nq−
n(n−1)

2
(q)2n−1

(q)n−1(q)n

(1 + qn) = Vq(z) + Vq(qz)− 1.

(3.77)
Из равенств (3.75), (3.77) и равенства (3.71) при l = −1 следует, что

Vq(z)

Vq(z) + Vq(qz)− 1
=

Vq,0(z)

Vq,−1(qz)
= Hq(z). (3.78)

Таким образом утверждение 2◦ теоремы 6 доказано. £
Утверждение 1◦ теоремы 6 будет получено как следствие лемм 6.2

и 6.3, перед формулировкой которых введем следующие обозначения.
Пусть иррациональное число τ ∈ (0, 1) разложено в непрерывную дробь

τ =
1

a1 +
1

a2 + · · ·

, (3.79)

где an ∈ N, n = 1, 2, . . . . Хорошо известно, что такое разложение все-
гда существует. Обозначим через Λ(τ) подпоследовательность натураль-
ных чисел, состоящую из знаменателей подходящих дробей непрерывной
дроби (3.79). Для всякого n ∈ N обозначим через j(n, τ) наибольшее из
натуральных чисел, принадлежащих Λ(τ) и не превосходящих n, а через
J(n, τ) – множество натуральных чисел, кратных j(n, τ) и не превосхо-
дящих n, т.е.

J(n, τ) =

{
j(n, τ), 2j(n, τ), . . . ,

[
n

j(n, τ)

]
j(n, τ)

}
.

Г. Петруска [58] доказал, что при всех q = exp(2πiτ), где τ ∈ (0, 1)
иррационально, справедливо предельное равенство

lim
n∈Λ(τ)

|(q)n−1|1/n = 1 . (3.80)

Докажем усиленный вариант предельного равенства (3.80), который сфор-
мулируем в виде следующей леммы.

Лемма 6.2. Пусть q = exp(2πiτ), где иррациональное число τ ∈
(0, 1) разложено в непрерывную дробь (3.79). Тогда в вышевведенных
обозначениях имеет место равенство

lim
n→∞

1

n
max

1≤m≤n

∣∣∣∣
∑

1≤k≤m, k/∈J(n,τ)

ln |1− qk|
∣∣∣∣ = 0 . (3.81)
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Легко видеть, что из (3.81) следует равенство

lim
n→∞

1

n

∑

1≤k≤n, k/∈J(n,τ)

ln |1− qk| = 0 ,

частным случаем которого при n ∈ Λ(τ) является равенство (3.80).
Доказательство леммы 6.2. Будем использовать в этом парагра-

фе стандартное обозначение pl

ql
для l-й подходящей дроби непрерывной

дроби (3.79). Это не приведет к недоразумениям, связанным с исполь-
зованием числа q как параметра непрерывной дроби (0.29) Роджерса–
Рамануджана, так как число q = exp(2πiτ) фиксировано и не имеет
индекса. Как отмечалось во введении, числители и знаменатели подхо-
дящих дробей непрерывной дроби (0.5) удовлетворяют одним и тем же
рекуррентным соотношениям (0.6), которые применительно к непрерыв-
ной дроби (3.79) имеют следующий вид

pl = alpl−1 + pl−2 , ql = alql−1 + ql−2 (l = 1, 2, . . . ) , (3.82)

и начальные условия p−1 = 1, p0 = 0, q−1 = 0, q0 = 1. Следствием
рекуррентных соотношений (3.82) являются равенства

plql−1 − qlpl−1 = (−1)l−1,
pl

ql

− pl−1

ql−1

=
(−1)l−1

ql−1ql

(3.83)

и неравенство ∣∣∣∣τ −
pl

ql

∣∣∣∣ ≤
1

qlql+1

. (3.84)

Непосредственно из определения последовательности Λ(τ) следует,
что Λ(τ) = {ql}∞l=1, а из первого из равенств (3.83) следует, что числа pl

и ql взаимно просты.
Так как

|1− qk| = |1− exp(2πikτ)| = |2 sin(πkτ)|, (3.85)

то равенство (3.81) совпадает с равенством limn→∞ 1
n
An = 0, где

An = max
1≤m≤n

∣∣∣∣
∑

1≤k≤m, k/∈J(n,τ)

ln |2 sin(πkτ)|
∣∣∣∣.

Наряду с последовательностью {An}∞n=1 рассмотрим последователь-
ности {Bl}∞l=1 и {Dl}∞l=1, где

Bl =

∣∣∣∣
ql−1∑

k=1

ln
∣∣2 sin

πkpl

ql

∣∣
∣∣∣∣, Dl = max

1≤m≤ql−1

∣∣∣∣
m∑

k=1

ln
∣∣2 sin

πkpl

ql

∣∣
∣∣∣∣.
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Покажем сначала, что liml→∞ Bl/ql = 0. Действительно, так как числа
pl и ql взаимно просты, то множество чисел {kpl (mod ql)}ql−1

k=1 совпадает
с множеством чисел {k}ql−1

k=1 . Поэтому

Bl =

∣∣∣∣
ql−1∑

k=1

ln
∣∣2 sin

πk

ql

∣∣
∣∣∣∣.

Хорошо известно, что

lim
N→∞

1

N

N−1∑

k=1

ln
∣∣2 sin

πk

N

∣∣ =

∫ 1

0

ln |2 sin πx| dx = 0.

Следовательно,

lim
l→∞

Bl

ql

= lim
N∈Λ(τ)

1

N

N−1∑

k=1

ln
∣∣2 sin

πk

N

∣∣ = 0.

Докажем далее, что liml→∞ Dl/ql = 0. Пусть m (1 ≤ m ≤ ql − 1) –
индекс, на котором достигается максимум величины Dl. Тогда, восполь-
зовавшись вторым из равенств (3.83), имеем

Dl =

∣∣∣∣
m∑

k=1

ln
∣∣2 sin

(πkpl−1

ql−1

+
(−1)l−1πk

ql−1ql

)∣∣
∣∣∣∣ ≤ Dl,1 + Dl,2 + Dl,3,

где

Dl,1 =

∣∣∣∣
∑

1≤k≤m, k=rql−1

ln
∣∣2 sin

(πkpl−1

ql−1

+
(−1)l−1πk

ql−1ql

)∣∣
∣∣∣∣,

Dl,2 =

∣∣∣∣
∑

1≤k≤m, k 6=rql−1

ln
∣∣2 sin

πkpl−1

ql−1

∣∣
∣∣∣∣,

Dl,3 =
∑

1≤k≤m, k 6=rql−1

∣∣∣∣ln
∣∣2 sin

(πkpl−1

ql−1

+
(−1)l−1πk

ql−1ql

)∣∣− ln
∣∣2 sin

πkpl−1

ql−1

∣∣
∣∣∣∣.

Оценим сверху каждую из величин Dl,1, Dl,2 и Dl,3. Из определения
Dl,1, неравенства

1

ql

[
m

ql−1

]
≤ 1

ql

[
ql − 1

ql−1

]
≤ 1

ql−1

и формулы Стирлинга для факториалов натуральных чисел следует, что

Dl,1 =

∣∣∣∣
[m/ql−1]∑

r=1

ln
∣∣2 sin

(
πrpl−1 +

(−1)l−1πr

ql

)∣∣
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
[m/ql−1]∑

r=1

ln
∣∣2 sin

πr

ql

∣∣
∣∣∣∣ ≤
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[ql/ql−1]∑
r=1

ln
(
c1

ql

r

) ≤
[

ql

ql−1

](
c2 +ln ql− ln

[
ql

ql−1

])
≤ ql

ql−1

(c3 +ln ql−1). (3.86)

Здесь и далее в доказательстве леммы 6.2 через c1, c2, . . . будем обозна-
чать возникающие по ходу дела положительные абсолютные постоян-
ные, точное значение которых несущественно для доказательства лем-
мы 6.2.

Представляя индекс суммирования k в сумме, определяющей Dl,2, в
виде k = rql−1+s, из определений Dl,2, Bl−1 и Dl−1 получаем неравенство

Dl,2 =

∣∣∣∣
[m/ql−1]−1∑

r=0

ql−1−1∑
s=1

ln
∣∣2 sin

π(rql−1 + s)pl−1

ql−1

∣∣+

m−[m/ql−1]ql−1∑
s=1

ln
∣∣2 sin

π([m/ql−1]ql−1 + s)pl−1

ql−1

∣∣
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
[

m

ql−1

] ql−1−1∑
s=1

ln
∣∣2 sin

πspl−1

ql−1

∣∣ +

m−[m/ql−1]ql−1∑
s=1

ln
∣∣2 sin

πspl−1

ql−1

∣∣
∣∣∣∣ ≤

[
m

ql−1

]
Bl−1 + Dl−1. (3.87)

Переходя к оценке величины Dl,3, обозначим через ‖x‖ расстояние от
вещественного числа x до ближайшего целого числа и отметим следую-
щие два простые утверждения. Если |t| < ‖x‖, то

|sin π(x + t)| = |1 + µ| |sin πx| , где |µ| ≤ π2

2
t2 +

π|t|
2‖x‖ (3.88)

(см., [58]; с. 356). Если |t| < ‖x‖ ≤ 1/4, то

∣∣ln |sin π(x + t)|−ln |sin πx|∣∣ ≤ c4+
∣∣ln(‖x‖+|t|)−ln ‖x‖∣∣ ≤ c4−ln

(
1− |t|

‖x‖
)

.

(3.89)
Положим xk = kpl−1/ql−1, tk = k

ql−1ql
и заметим, что при k = 1, . . . , m,

не кратных ql−1,

‖xk‖ ≥ 1

ql−1

, |tk| ≤ m

ql−1ql

≤ ql − 1

ql−1ql

=
1

ql−1

− 1

ql−1ql

.

Таким образом, |tk|/‖xk‖ ≤ 1 − 1/ql при всех k = 1, . . . ,m, не крат-
ных ql−1. При этом если ‖xk‖ 6= 1

ql−1
, то ‖xk‖ ≥ 2

ql−1
, и следовательно, в

этом случае |tk|
‖xk‖ < 1

2
.
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Представим Dl,3 в виде суммы трех слагаемых σl,1 + σl,2 + σl,3. В σl,1

производится суммирование по тем индексам k = 1, . . . , m, не кратным
ql−1, для которых |tk|/‖xk‖ ≥ 1/2. Так как неравенство |tk|/‖xk‖ ≥ 1/2
возможно только лишь при ‖xk‖ = 1/ql−1 и tk ≥ 1/(2ql−1), то индексы
суммирования в σl,1 – это те k ≥ ql/2, для которых kpl−1 (mod ql−1) = ±1.
В частности, σl,1 не содержит ни одного слагаемого, если m < ql/2. По-
этому при оценке σl,1 можно считать, что m ≥ ql/2, индексы суммиро-
вания в σl,1 образуют две арифметические прогрессии с шагом ql−1 (для
одной из них kpl−1 (mod ql−1) = 1, а для другой kpl−1 (mod ql−1) = −1),
каждая из которых содержит не более ν = [m/ql−1] + 1 элементов, а со-
ответствующие этим индексам величины |tk|/‖xk‖ образуют две ариф-
метические прогрессии с шагом ql−1/ql ≥ 1/ql, причем максимальная из
величин |tk|/‖xk‖ не превосходит 1−1/ql. Поэтому из неравенства (3.89)
и формулы Стирлинга следует, что

σl,1 ≤ 2
ν∑

r=1

(
c4 − ln

(
1− (1− r

ql

)
))

= 2

[m/ql−1]+1∑
r=1

(
c4 + ln

ql

r

)

≤ 2

([
m

ql−1

]
+ 1

)(
c5 + ln ql − ln

([
m

ql−1

]
+ 1

))
.

Учитывая, что m ≥ ql/2, и полагая c6 = c5 + ln 2, отсюда получаем
неравенство

σl,1 ≤ 2

(
m

ql−1

+
2m

ql

)(
c5 + ln ql − ln

m

ql−1

)
≤ 6

m

ql−1

(c6 + ln ql−1). (3.90)

В σl,2 производится суммирование по тем индексам k = 1, . . . ,m, не
кратным ql−1, для которых ‖xk‖ < 1/

√
ql−1 и которые не являются ин-

дексами суммирования из σl,1. Так как неравенство ‖xk‖ < 1/
√

ql−1 вы-
полняется только для тех индексов k, для которых kpl−1 (mod ql−1) =
±1,±2, . . . ,±[

√
ql−1 ], то число индексов суммирования в σl,2 не превос-

ходит 2
√

ql−1 ([m/ql−1]+1). Так как в σl,2 производится суммирование по
тем индексам, которые не являются индексами суммирования из σl,1, то
|tk|/‖xk‖ < 1/2 и в силу неравенства (3.89) каждое слагаемое в σl,2 не
превосходит c4 + ln 2. Следовательно,

σl,2 ≤ 2
√

ql−1

([
m

ql−1

]
+ 1

)
(c4 + ln 2) = c7

√
ql−1

([
m

ql−1

]
+ 1

)
. (3.91)

В σl,3 производится суммирование по тем индексам k = 1, . . . ,m, не
кратным ql−1, для которых ‖xk‖ ≥ 1/

√
ql−1. При таких k из неравенства
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|tk| < m
ql−1ql

< 1/ql−1 следует неравенство |tk|/‖xk‖ < 1/
√

ql−1. Поэтому,
учитывая, что число индексов суммирования в σl,3 не превосходит m, из
неравенства (3.88) получаем неравенство

σl,3 ≤ m
∣∣ ln

(
1− π2

2q2
l−1

− π

2
√

ql−1

)∣∣ ≤ c8m
1√
ql−1

. (3.92)

Суммируя оценки (3.90), (3.91) и (3.92) для σl,1, σl,2 и σl,3 и учитывая,
что m < ql, получаем неравенство

Dl,3 = σl,1 + σl,2 + σl,3 ≤ 6
ql

ql−1

(c6 + ln ql−1) + 2c7
ql√
ql−1

+ c8
ql√
ql−1

. (3.93)

Из неравенств (3.86), (3.87) и (3.93) следует, что

Dl ≤ Dl−1 + qlEl−1 ,

где

El−1 =
c3 + ln ql−1

ql−1

+
Bl−1

ql−1

+
6(c6 + ln ql−1)

ql−1

+
2c7 + c8√

ql−1

. (3.94)

Складывая неравенства Dj ≤ Dj−1 + qjEj−1 по j от некоторого фикси-
рованного достаточно большого l0 до l, получаем неравенство

Dl ≤ Dl0−1 +
l∑

j=l0

qjEj−1 .

Из рекуррентного соотношения (3.82) и условия al ∈ N следует, что

ql ≥ ql−1 + ql−2 ≥ 2ql−2 , l = 1, 2, . . . .

Поэтому qj/ql ≤ 1

2[
l−j
2 ]

, j = 1, . . . , l. Следовательно,

Dl

ql

≤ Dl0−1

ql

+
l∑

j=l0

qj

ql

Ej−1 ≤ Dl0−1

ql

+
l∑

j=l0

1

2[ l−j
2

]
Ej−1 . (3.95)

По уже доказанному liml→∞ Bl/ql = 0. Поэтому из определения (3.94)
величины El следует, что liml→∞ El = 0. Отсюда и из неравенства (3.95)
следует, что liml→∞ Dl/ql = 0.

Докажем теперь равенство limn→∞ 1
n
An = 0. Пусть j(n, τ) = ql, т.е.

пусть ql ≤ n < ql+1 и m – индекс, на котором достигается максимум вели-
чины An. Тогда An =

∣∣∑
1≤k≤m, k 6=rql

ln |2 sin(πkτ)|
∣∣. Оценим An, повторив

173



те же рассуждения, которые использовались при оценке величины Dl.
Слагаемого, аналогичного Dl,1, в данном случае просто не будет в силу
определения An. Имеем

An ≤
∣∣∣∣

∑

1≤k≤m, k 6=rql

ln
∣∣2 sin

πkpl

ql

∣∣
∣∣∣∣+

∑

1≤k≤m, k 6=rql

∣∣∣∣ln
∣∣2 sin

(πkpl

ql

+ πk(τ − pl

ql

)
)∣∣− ln

∣∣2 sin
πkpl

ql

∣∣
∣∣∣∣ . (3.96)

Легко видеть, что первое слагаемое в правой части неравенства (3.96)
совпадает с Dl+1,2 и, как и выше (см. неравенство (3.87)), не превосходит
m
ql

Bl + Dl, а второе слагаемое совпадает с Dl+1,3 с точностью до замены
дроби pl+1/ql+1 числом τ . Легко видеть, что если положить xk = kpl/ql,
tk = k|τ−pl/ql|, то с учетом неравенства (3.84) все рассуждения, исполь-
зованные выше при оценке величины Dl,3, верны и в этом частично мо-
дифицированном случае. Из аналогов неравенств (3.90), (3.91) и (3.92),
примененных к этому модифицированному случаю, следует, что вто-
рое слагаемое в неравенстве (3.96) не превосходит (6m/ql)(c6 + ln ql) +
c7
√

ql (m/ql + 1) + c8m/
√

ql. Таким образом, неравенство (3.96) можно
переписать в виде

An ≤ m

ql

Bl + Dl + 6
m

ql

(c6 + ln ql) + c7
√

ql

(
m

ql

+ 1

)
+ c8m

1√
ql

.

Так как ql ≤ n, m ≤ n и ql = j(n, τ) → ∞ при n → ∞, то отсюда и из
уже доказанных равенств liml→∞ Bl/ql = liml→∞ Dl/ql = 0 следует, что
limn→∞ 1

n
An = 0. Лемма 6.2 доказана. £

Лемма 6.3. Пусть q = exp(2πiτ), где τ иррационально. Тогда для
любого фиксированного k ∈ N имеет место равенство

limn→∞ max
n1+···+nk=n

∣∣∣∣
(q)n

(q)n1 · · · (q)nk

∣∣∣∣
1/n

= 1 .

Доказательство леммы 6.3. Положим

Mq,n,k = max
n1+···+nk=n

∣∣∣∣
(q)n

(q)n1 · · · (q)nk

∣∣∣∣
1/n

,

и пусть (n1, . . . , nk) – мультииндекс, на котором достигается этот макси-
мум. Заметим, что

|(q)n|1/n =
∏

1≤k≤n, k/∈J(n,τ)

|1− qk|1/n

[n/ql]∏
r=1

|1− qrql |1/n,
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|(q)ni
|1/n =

∏

1≤k≤ni,k /∈J(n,τ)

|1− qk|1/n

[ni/ql]∏
r=1

|1− qrql|1/n,

где ql = j(n, τ). Поэтому из леммы 5.1 и равенства (3.85) следует, что

|(q)n|1/n ≤ (1 + εn)

[n/ql]∏
r=1

|2 sin(πrqlτ)|1/n,

|(q)ni
|1/n ≥ (1− εn)

[ni/ql]∏
r=1

|2 sin(πrqlτ)|1/n,

где εn зависит только от n и τ и limn→∞ εn = 0. Следовательно,

Mq,n,k ≤ 1 + εn

(1− εn)k

[n/ql]∏
r=1

|2 sin(πrqlτ)|1/n

( k∏
i=1

[ni/ql]∏
r=1

|2 sin(πrqlτ)|
)−1/n

.

(3.97)
При r = 1, . . . , [n/ql] с учетом неравенства (3.84) имеем неравенство

rql

∣∣∣∣τ −
pl

ql

∣∣∣∣ ≤
[

n

ql

]
ql

1

qlql+1

≤ 1

ql

.

Поэтому, замечая, что |sin πrqlτ | =
∣∣ sin πrql

(
τ − pl

ql

)∣∣, из неравенства
(3.97) получаем неравенство

Mq,n,k ≤ 1 + εn

(1− εn)k

[
c
n/ql

9 |qlτ − pl|[n/ql]−
Pk

i=1[ni/ql][n/ql]!

( k∏
i=1

[ni/ql]!

)−1]1/n

.

Так как

|qlτ − pl| ≤ 1

ql+1

< 1 , [n/ql]−
k∑

i=1

[ni/ql] ≥ 0 ,

[n/ql]!

( k∏
i=1

[ni/ql]!

)−1

≤ kn/qlnk и ql →∞ при n →∞ ,

то отсюда следует, что limn→∞Mq,n,k ≤ 1. С учетом очевидного нера-
венства Mq,n,k ≥ 1 отсюда следует точное равенство limn→∞Mq,n,k = 1.
Таким образом лемма 6.3 доказана. £

Доказательство утверждения 1◦ теоремы 6. Заметим, что из
равенств (3.73) и (3.74) следует, что коэффициент при zn функции Vq,l
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при n ≥ max{1, l +1} по модулю равен
∣∣∣∣

(q)2n−l−1

(q)n−l−1(q)n

∣∣∣∣, а по лемме 6.3 при

k = 2

limn→∞

∣∣∣∣
(q)2n−l−1

(q)n−l−1(q)n

∣∣∣∣
1/n

≤ 1 .

Это означает, что при любом l ∈ Z радиус голоморфности функции Vq,l

и, в частности, функции Vq = Vq,0 не меньше единицы. С другой сторо-
ны, радиус голоморфности функции Vq не может быть строго больше
единицы, так как иначе в силу уже доказанного равенства (3.78) радиус
мероморфности функции Hq был бы строго больше единицы, что, как
было отмечено во введении, невозможно. Таким образом радиус голо-
морфности функции Vq равен единице при всех q = exp(2πiτ), где τ
иррационально.

Если q = exp(2πik/m), где k, m ∈ Z, то qm = 1 и

1− qjm

1− qm
= 1 + qm + · · ·+ q(j−1)m = j .

Поэтому непосредственные вычисления, основанные на формуле Стир-
линга для факториалов натуральных чисел, показывают, что радиус го-
ломорфности функции Vq при q = exp(2πik/m), где k,m ∈ Z – взаимно
простые числа, равен 4−1/m.

Если |q| < 1, то, учитывая, что limk→∞(1− qk) = 1, имеем равенство

limn→∞
∣∣q−n(n−1)

2
(q)2n−1

(q)n−1(q)n

∣∣1/n
= ∞

и, следовательно, R(Vq) = 0. Если |q| > 1, то R(Vq) = 0, так как по уже
доказанному утверждению 2◦ теоремы 6 Vq(z) = Vq−1(z). Таким образом
утверждение 1◦ теоремы 6 доказано. £

3.4.2 Множество сходимости непрерывной дроби Роджерса–
Рамануджана

Переходя к доказательству утверждения 3◦ теоремы 6, выявим преж-
де всего связь между нулями функции Vq,l и полюсами функции Hq.
Заметим, что из равенства (3.71) следует, что всякий полюс функции
Hq(z) является нулем функции Vq,l(qz), но обратное неверно. А вер-
но следующее утверждение: модуль всякого нуля функции Vq,l(z) равен
модулю некоторого полюса функции Hq(z), т.е. всякий нуль функции
Vq,l(z) принадлежит множеству Ωq. Действительно, пусть ωr = {|z| =
r} – окружность, проходящая через нуль функции Vq,l. Покажем, что
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окружность ωr проходит также и через некоторый полюс функции Hq.
Очевидно, что r > 0, так как Vq,l(0) = 1 6= 0. Рассмотрим множе-
ство {z1, . . . , zm} всех нулей функции Vq,l(z), лежащих на ωr (каждый
ноль выписывается столько раз, какова его кратность). Из определе-
ния (3.70) функции Vq,l и легко проверяемого при |q| = 1 равенства
Gq−1(z) = Gq(z) следует, что Vq,l(z) = Gq(z)Gq(qlz). Поэтому m – чет-
ное число, m = 2k. Так как Vq,l+1(q

−1z) = Gq(q
−1z)Gq(qlz), то нули

z1, . . . , zk функции Vq,l(z) можно перенумеровать таким образом, что
множество {qz1, . . . , qzk, zk+1, . . . , z2k} является множеством нулей функ-
ции Vq,l+1(q

−1z). Действительно, это очевидно для тех q, для которых
функция Gq(z) голоморфна в D, т.е. для почти всех |q| = 1. А для про-
извольного q = exp(2πiτ), где τ иррационально, в силу уже доказанной
голоморфности функций Vq,l в круге D возможен предельный переход
Vqn,l(z) → Vq,l(z), взятый по тем qn → q, для которых функции Gqn(z)
голоморфны в D. Заметим далее, что среди точек {zk+1, . . . , z2k} нет
полюсов функции

Hq(q
−1z) =

Vq,l+1(q
−1z)

Vq,l(z)
=

Gq(q
−1z)Gq(qlz)

Gq(z)Gq(qlz)
,

а вот по крайней мере одна из точек z1, . . . , zk является полюсом функ-
ции Hq(q

−1z). Это следует из того, что множество {z1, . . . , zk} не сов-
падает с множеством {qz1, . . . , qzk}, так как иначе, перемножив все эле-
менты этих множеств, получили бы равенство z1 · · · zk = qkz1 · · · zk, что
невозможно, так как q не является корнем из единицы и z1 · · · zk 6= 0.
Таким образом, на окружности ωr имеется полюс функции Hq(q

−1z), а
следовательно, и полюс функции Hq(z).

Утверждение 3◦ теоремы будем доказывать в предположении, что
Rq < 1, так как в случае Rq = 1 утверждение 3◦ теоремы следует из тео-
ремы Любински. Доказательство будет проведено в три этапа. Сначала
будет доказана сходимость непрерывной дроби (0.29) в круге D по неко-
торой подпоследовательности Λq ⊂ N. Затем будет доказана сходимость
непрерывной дроби по подпоследовательности натуральных чисел, сов-
падающей с арифметической прогрессией {nk}∞n=1, где k ∈ Λq – некото-
рое фиксированное достаточно большое число, а уж затем – сходимость
по всей последовательности натуральных чисел.

Сходимость по подпоследовательности Λq ⊂ N будет получена как
следствие приводимой ниже леммы 6.4, утверждающей, что равенство
(0.34) для специальным образом выбранной подпоследовательности Λq

справедливо не только в круге Dq, но и в большем круге D.
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Лемма 6.4. Пусть q = exp(2πiτ), где τ иррационально, и Λq – под-
последовательность натуральных чисел таковы, что

lim
n∈Λq

|1− qn|1/n = limn→∞|1− qn|1/n = Rq < 1 . (3.98)

Тогда для всякого фиксированного l ∈ Z существует равномерный на
каждом компакте, лежащем в круге D, предел limn∈Λq Pn+l(z; q) = Vq,l+1(z),
где Pn(z; q) и Vq,l(z) определены равенствами (0.33) и (3.70) соответ-
ственно.

Доказательство леммы 6.4. Фиксируем l ∈ Z и обозначим через
Tq,n,l(z) многочлен Тейлора степени [(n + l + 1)/2] функции Vq,l+1. Из
равенства (3.72) следует, что

Tq,n,l(z) = 1 +

[(n+l+1)/2]∑

k=1

zk qk2

(q)k

k∏
j=1

(1− ql+1−2k+j).

Так как функция Vq,l+1 голоморфна в круге D, то многочлены Tq,n,l(z)
стремятся при n →∞ к функции Vq,l+1 равномерно на компактах, лежа-
щих в D. Положим Rq,n,l(z) = Pn+l(z; q) − Tq,n,l(z). Для доказательства
леммы 2 достаточно доказать, что многочлены Rq,n,l стремятся к нулю
при n ∈ Λq, n →∞, равномерно на компактах, лежащих в D. Из первого
из равенств (0.33) следует, что

Pn+l(z; q) = 1 +

[(n+l+1)/2]∑

k=1

zk qk2

(q)k

k∏
j=1

(1− qn+l+1−2k+j) .

Поэтому Rq,n,l(z) =
∑[(n+l+1)/2]

k=1 rq,n,l,kz
k, где

rq,n,l,k =
qk2

(q)k

( k∏
j=1

(1− qn+l+1−2k+j)−
k∏

j=1

(1− ql+1−2k+j)

)
.

Применяя к правой части этого равенства q-биномиальную теорему (ра-
венство (3.69)) при b = 1, w1 = −qn+l+1−2k и w2 = −ql+1−2k, получаем
равенство

rq,n,l,k = qk2
k∑

j=0

1

(q)j(q)k−j

q
j(j+1)

2 (−1)j
(
q(n+l+1−2k)j − q(l+1−2k)j

)
.

Поэтому

|rq,n,l,k| ≤
k∑

j=0

∣∣∣∣
qnj − 1

(q)j(q)k−j

∣∣∣∣ ≤
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k∑
j=0

∣∣∣∣
(qn − 1)(1 + qn + · · ·+ qn(j−1))

(q)j(q)k−j

∣∣∣∣ ≤ |qn − 1|dq,k ,

где

dq,k =
k∑

j=0

∣∣∣∣
j

(q)j(q)k−j

∣∣∣∣ .

Заметим, что

limk→∞d
1/k
q,k ≤ limk→∞

∣∣∣∣
1

(q)k

∣∣∣∣
1/k

limk→∞ max
1≤j≤k

∣∣∣∣
(q)k

(q)j(q)k−j

∣∣∣∣
1/k

.

Первый множитель в правой части этого неравенства по формуле Коши–
Адамара совпадает с R−1

q , а второй множитель по лемме 5 равен единице.
Поэтому для всякого ε1 > 0 найдется k(ε1) ∈ N такое, что при всех
k ≥ k(ε1) и всех n ∈ N выполняется неравенство

|rq,n,l,k| ≤ (R−1
q + ε1)

k|qn − 1| .

Следовательно, при n > 2k(ε1)− l имеет место неравенство

|Rq,n,l(z)| ≤
(k(ε1)∑

k=1

dq,k|z|k +

[(n+l+1)/2]∑

k=k(ε1)+1

(R−1
q + ε1)

k|z|k
)
|qn − 1| .

Из определения (3.98) последовательности Λq следует, что |qn−1| ≤ (Rq+
ε2)

n при всех n ∈ Λq, n ≥ n(ε2), где ε2 – произвольное сколь угодно малое
положительное число. Поэтому при n ∈ Λq, n ≥ max{2k(ε1) − l, n(ε2)},
справедливо неравенство

|Rq,n,l(z)| ≤
(k(ε1)∑

k=1

dq,k|z|k +

[(n+l+1)/2]∑

k=k(ε1)+1

(R−1
q + ε1)

k|z|k
)

(Rq + ε2)
n . (3.99)

Пусть K – компакт, лежащий в круге D. Легко видеть, что найдутся
числа ε1 > 0 и γ1 < R−1

q такие, что (R−1
q + ε1) maxz∈K |z| ≤ γ1, а также

числа ε2 > 0 и γ2 < min{1, γ−1
1 } такие, что Rq + ε2 ≤ γ2. Поэтому из

неравенства (3.99) следует, что при всех z ∈ K и всех n ∈ Λq, n ≥
max{2k(ε1)− l, n(ε2)}, справедливо неравенство

|Rq,n,l(z)| ≤
(k(ε1)∑

k=1

dq,k|z|k +

[(n+l+1)/2]∑

k=k(ε1)+1

γk
1

)
γn

2 ≤
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(k(ε1)∑

k=1

dq,k|z|k +
n + l + 1

2
max{1, γn

1 }
)

γn
2 .

Так как γ2 < 1 и γ1γ2 < 1, то отсюда следует, что Rq,n,l(z) равномерно
на компакте K стремится к нулю при n ∈ Λq, n →∞. Тем самым лемма
6.4 доказана. £

Следствие леммы 6.4. Непрерывная дробь (0.29) сходится равно-
мерно на каждом компакте, лежащем в D \Ωq к функции Hq по любой
последовательности Λq,l = {n + l}n∈Λq , где l ∈ Z.

Действительно, из второго из равенств (0.33), леммы 6 и равенства
(3.71) следует, что

lim
n∈Λq

Pn+l(z; q)

Qn+l(z; q)
= lim

n∈Λq

Pn+l(z; q)

Pn+l−1(qz; q)
=

Vq,l+1(z)

Vq,l(qz)
= Hq(z) (3.100)

равномерно на каждом компакте, лежащем в D и не содержащем нулей
функции Vq,l(qz). Отсюда и из сделанного выше замечания о том, что все
нули функций Vq,l(z) принадлежат множеству Ωq, следует сходимость
непрерывной дроби (0.29) по любой подпоследовательности Λq,l = {n +
l}n∈Λq , где l ∈ Z, равномерно на компактах, лежащих в D \ Ωq. £

Докажем теперь сходимость непрерывной дроби (0.29) по некоторой
арифметической прогрессии.

Лемма 6.5. Пусть q = exp(2πiτ), где τ иррационально. Тогда для
всякого компакта K ⊂ D \Ωq существует натуральное число k такое,

что последовательность
{

Pnk(z; q)

Qnk;q(z)

}∞

n=1

подходящих дробей непрерыв-

ной дроби (0.29) равномерно сходится на компакте K к функции Hq(z).
Доказательство леммы 6.5. Будем предполагать, что Rq < 1, так

как при Rq = 1 лемма 7 является следствием теоремы Любински. Обо-
значим через S(w, z) дробно-линейное (по w) преобразование z/(w + 1).
Композицию (по w) S(w, qz) ◦ · · · ◦ S(w, qkz) дробно-линейных преобра-
зований S(w, qlz), l = 1, 2, . . . , k, обозначим через Sq,k(w, z), и пусть

Sq,k(w, z) =
αq,k(z)w + βq,k(z)

γq,k(z)w + δq,k(z)
.

Аналогично равенству (3.2) индукцией по числу k получаем равенства

αq,k(z) = Pk−1(z; q)−Qk−1(z; q), βq,k(z) = Pk(z; q)−Qk(z; q),

γq,k(z) = Qk−1(z; q), δq,k(z) = Qk(z; q).
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Поэтому из леммы 6 и второго из равенств (0.33) следует, что коэффи-
циенты αq,k(z), βq,k(z), γq,k(z), δq,k(z) дробно-линейного преобразования
Sq,k(w, z) равномерно сходятся при k → ∞, k ∈ Λq (последовательность
Λq определена равенством (3.98)), на компактах, лежащих в D, соответ-
ственно к функциям

αq(z) = Vq,0(z)− Vq,−1(qz), βq(z) = Vq,1(z)− Vq,0(qz),

γq(z) = Vq,−1(qz), δq(z) = Vq,0(qz) .

Из этих равенств и равенства (3.71) следует, что при всех z ∈ D

αq(z)δq(z)− βq(z)γq(z) = 0 . (3.101)

Из этих же равенств и равенств (3.75) и (3.77) следует, что при всех
z ∈ D

αq(z) + δq(z) = Vq,0(z)− Vq,−1(qz) + Vq,0(qz) = 1 . (3.102)

Пусть K – компакт, лежащий в D \Ωq. Не теряя в общности, можно
считать, что компакт K инвариантен относительно поворотов вокруг
точки z = 0. Пусть

M = max
z∈K

|γq(z)|, m = min
{

1, min
z∈K

|γq(z)|, min
z∈K

|δq(z)|
}

.

Как уже отмечалось, все нули голоморфных в D функций Vq,l(z) при-
надлежат множеству Ωq. В частности, все нули функций γq(z) и δq(z)
принадлежат множеству Ωq. Поэтому 0 < m ≤ M < ∞. Положим
θ = m/(6M) и зафиксируем натуральное число k ∈ Λq столь большим,
чтобы при всех z ∈ K выполнялись неравенства

|γq,k(z)| ≤ 2M, |δq,k(z)| ≥ m

2
, (3.103)

∣∣∣∣
αq,k(z)δq,k(z)− βq,k(z)γq,k(z)

γq,k(z)

∣∣∣∣ ≤
θ

6
, (3.104)

∣∣∣∣αq,k(z) + δq,k(q
−kz)

γq,k(z)

γq,k(q−kz)

∣∣∣∣ ≥
2

3
. (3.105)

Такое k ∈ Λq существует в силу отмеченной сходимости αq,k(z), βq,k(z),
γq,k(z), δq,k(z) при k ∈ Λq, k → ∞ к функциям αq(z), βq(z), γq(z), δq(z),
ввиду определения чисел M и m, равенств (3.101), (3.102), равенства
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limk∈Λq q−k = 1 и в силу отсутствия нулей функции γq(z) на компакте K.
Покажем, что последовательность

{Sq,nk(0, z)}∞n=1 =

{
βq,nk(z)

δq,nk(z)

}∞

n=1

=

{
Pnk(z; q)−Qnk(z; q)

Qnk(z; q)

}∞

n=1

(3.106)

равномерно сходится на компакте K. Положим

Aq,k(w, z) =
θ

w
− δq,k(z)

γq,k(z)
,

Tq,k(w, z) = A−1
q,k(w, q−kz) ◦ Sq,k(w, z) ◦ Aq,k(w, z) .

Найдем непосредственными вычислениями явный вид дробно-линейного
преобразования Tq,k(w, z) =

aq,k(z)w+bq,k(z)

cq,k(z)w+dq,k(z)
. Легко видеть, что

Sq,k(w, z) ◦ Aq,k(w, z) =
αq,k(z)

(
θ
w
− δq,k(z)

γq,k(z)

)
+ βq,k(z)

γq,k(z)
(

θ
w
− δq,k(z)

γq,k(z)

)
+ δq,k(z)

=
θ−1

(
βq,k(z)− αq,k(z)

δq,k(z)

γq,k(z)

)
w + αq,k(z)

γq,k(z)
.

Отсюда и из равенства

A−1
q,k(w, z) =

θ

w +
δq,k(z)

γq,k(z)

(3.107)

получаем равенство

Tq,k(w, z) =
θ

θ−1

�
βq,k(z)−αq,k(z)

δq,k(z)

γq,k(z)

�
w+αq,k(z)

γq,k(z)
+

δq,k(q−kz)

γq,k(q−kz)

.

Таким образом,

aq,k(z) = 0, bq,k(z) = θγq,k(z),

cq,k(z) = θ−1βq,k(z)γq,k(z)− αq,k(z)δq,k(z)

γq,k(z)
,

dq,k(z) = αq,k(z) + δq,k(q
−kz)

γq,k(z)

γq,k(q−kz)
.
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С учетом неравенств (3.103)–(3.105) и определения чисел M , m и θ от-
сюда следует, что при всех z ∈ K имеет место неравенство

|dq,k(z)| − |bq,k(z)| =
∣∣∣∣αq,k(z) + δq,k(q

−kz)
γq,k(z)

γq,k(q−kz)

∣∣∣∣− θ|γq,k(z)| ≥

2

3
− 2θM ≥ 1

3
≥ 2θ−1

∣∣∣∣
αq,k(z)δq,k(z)− βq,k(z)γq,k(z)

γq,k(z)

∣∣∣∣ =

2|cq,k(z)| = 2
(|cq,k(z)|+ |aq,k(z)|) .

Так как компакт K инвариантен относительно поворотов вокруг точки
z = 0, то при всех z ∈ K и всех l ∈ Z имеет место неравенство

|dq,k(q
lz)| − |bq,k(q

lz)| ≥ 2
(|cq,k(q

lz)|+ |aq,k(q
lz)|) .

Это означает, в частности, что при всех z ∈ K и всех l ∈ Z для дробно-
линейных преобразований Tq,k(w, qlz) имеют место неравенства (3.7) тео-
ремы 2.1 при q = 1/2. По теореме 2.1 отсюда следует сходимость при
n →∞ композиций Tq,k,n(w, z) = Tq,k(w, z)◦ · · ·◦Tq,k(w, q(n−1)kz) при всех
|w| < 1 к некоторой не зависящей от w функции tq,k(z) и при этом имеет
место неравенство

|Tq,k,n(w, z)− tq,k(z)| ≤ 1

2n

1 + |w|
1− |w| . (3.108)

Из равенства (3.107), неравенств (3.103) и определения числа θ следует,
что при всех z ∈ K

|A−1
q,k(0, q

(n−1)kz)| =
∣∣∣∣θ

γq,k(q
(n−1)kz)

δq,k(q(n−1)kz)

∣∣∣∣ ≤ θ
2M

m/2
=

2

3
< 1 .

Отсюда и из (3.108) следует неравенство

∣∣Tq,k,n(w, z) ◦ A−1
q,k(w, q(n−1)kz)|w=0 − tq,k(z)

∣∣ ≤ 1

2n

1 + 2/3

1− 2/3
=

5

2n
. (3.109)

Заметим, что

Sq,nk(w, z) = S(w, qz)◦ · · · ◦S(w, qnkz) = Sq,k(w, z)◦ · · · ◦Sq,k(w, q(n−1)kz) =

Aq,k(w, q−kz) ◦ Tq,k(w, z) ◦ · · · ◦ Tq,k(w, q(n−1)kz) ◦ A−1
q,k(w, q(n−1)kz) =

Aq,k(w, q−kz) ◦ Tq,k,n(w, z) ◦ A−1
q,k(w, q(n−1)kz) .
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Отсюда и из (3.109) следует, что последовательность {Sq,nk(0, z)}∞n=1 рав-
номерно сходится в сферической метрике на компакте K к функции

sq,k(z) = Aq,k(tq,k(z), q−kz) .

Таким образом, с учетом равенства (3.106) получаем, что существует
предел

lim
n→∞

Pnk(z; q)

Qnk(z; q)
= sq,k(z) + 1 (3.110)

равномернй в сферической метрике на компакте K. Так как непрерыв-
ной дроби (0.29) соответствует ряд Hq, то этот предел совпадает с функ-
цией Hq(z), т.е. sq,k(z) + 1 = Hq(z). Впрочем, это же самое следует и из
уже доказанного равенства (3.100). Действительно, существует число l
(1 ≤ l ≤ k) такое, что последовательность натуральных чисел {nk+l}∞n=1

содержит бесконечно много членов последовательности Λq. Это означа-
ет, что последовательность {nk}∞n=1 содержит бесконечно много членов
последовательности {n− l}n∈Λq . Если Λq,k,l – пересечение последователь-
ностей {nk}∞n=1 и {n− l}n∈Λq , то из равенств (3.110) и (3.100) получаем,
что

sq,k(z) + 1 = lim
n→∞

Pnk(z; q)

Qnk(z; q)
= lim

n∈Λq,k,l

Pn(z; q)

Qn(z; q)
= lim

n∈Λq

Pn−l(z; q)

Qn−l(z; q)
= Hq(z).

Итак, существует предел

lim
n→∞

Pnk(z; q)

Qnk(z; q)
= Hq(z)

равномерный в сферической метрике на компакте K. Так как предель-
ная функция Hq(z) не имеет полюсов на компакте K, то последователь-

ность
{

Pnk(z; q)

Qnk(z; q)

}∞

n=1

равномерно сходится на компакте K к функции

Hq(z) не только в сферической, но и в обычной метрике. Лемма 6.5 до-
казана. £

Доказательство утверждения 3◦ теоремы 6. Покажем, что на-
туральное число k в лемме 6.5 можно взять равным единице. Действи-
тельно, заметим, что индукцией по числу n при помощи рекуррентных
соотношений (0.26) при an = qn легко проверяется равенство

Pn+1(z; q) = Qn+1(z; q) + qzQn(qz; q) .

Разделив это равенство на Qn+1(z; q) = Pn(qz; q), получим равенство

Pn+1(z; q)

Qn+1(z; q)
= 1 +

qz
Pn(qz;q)
Qn(qz;q)

.
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Из этого равенства и равенства Hq(z) = 1+
qz

Hq(qz)
(см. равенство(0.32))

с учетом инвариантности множества Ωq относительно поворотов вокруг
точки z = 0 и того факта, что функция Hq не имеет на Ωq ни нулей, ни
полюсов, по лемме 6.5 получаем, что существует предел

lim
n→∞

Pnk+1(z; q)

Qnk+1(z; q)
= 1 +

qz

limn→∞
Pnk(qz;q)
Qnk(qz;q)

= 1 +
qz

Hq(qz)
= Hq(z)

равномерный на компакте K, где k – натуральное число, фигурирую-
щее в лемме 6.5. Аналогично доказывается сходимость к функции Hq(z)

каждой из подпоследовательностей
{

Pnk+l(z; q)

Qnk+l(z; q)

}∞

n=1

, l = 1, . . . , k. Это

означает, что вся последовательность подходящих дробей
{

Pn(z; q)

Qn(z; q)

}∞

n=1
непрерывной дроби (0.29) равномерно сходится к функции Hq(z) на ком-
пактах, лежащих в D \Ωq. Таким образом, утверждение 3◦ теоремы 6, а
следовательно, и вся теорема 6 доказаны. £

3.5 Контрпример к Паде-гипотезе

Покажем, что функция (0.36) опровергает голоморфный вариант Паде-
гипотезы. Рассмотрим три дробно-линейных преобразования

Sl(w, z) =
jl−1z2

3− 3j2lz + w
, l = 1, 2, 3.

и их композицию

T (w, z) = S1 ◦ S2 ◦ S3(w, z) =
z2

3− 3j2z + jz2

3−3jz+ j2z2

3−3z+w

.

Полагая
T (w, z) =

α(z)w + β(z)

γ(z)w + δ(z)
,

имеем

α(z) = 3z2(1− jz) , β(z) = z2[9 + 9j2z + j(9 + j)z2] ,

γ(z) = 9 + 9z + (9 + j)z2 , δ(z) = 27− 3z2 − 3(9 + 2j)z3 .

Следовательно,

I(z) = α(z) + δ(z) = 27− (27 + 9j)z3 ,
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∆(z) = α(z)δ(z)− β(z)γ(z) =
3∏

l=1

(−jl−1z2) = −z6 ,

В параграфе 3.1 (см. следствие 4 теоремы 2.1) было показано, что
множество точек комплексной плоскости, в которых выполняется ра-
венство

∣∣I(z)−
√

I2(z)− 4∆(z)
∣∣ =

∣∣I(z) +
√

I2(z)− 4∆(z)
∣∣

совпадает с множеством

Γ = {z ∈ C : I2(z) = 4t∆(z), 0 ≤ t ≤ 1} ,

т.е. с множеством

Γ = {z ∈ C : z = 3(27 + 9j ± 2it)−1/3 0 ≤ t ≤ 1} .

Так как функция 1−4∆(z)I−2(z) не принимает отрицательных значений
при z ∈ C \ Γ, то функция

√
I2(z)− 4∆(z) = I(z)

√
1− 4∆(z)I−2(z)

является однозначной голоморфной функций в области C \ Γ.
Непосредственный подсчет показывает, что

min
z∈Γ

|z| = min
0≤t≤1

3|27 + 9j ± 2it|−1/3 =

3|27 + 9j + 2i|−1/3 = 3

(
22.52 +

(
9
√

3

2
+ 2

)2)−1/6

> 1.032 > 1.

Следовательно, функция f(z), задаваемая равенством (0.36) – однознач-
ная мероморфная функция в круге D = {|z| < 1}.

При z ∈ C \ Γ фиксируем ту ветвь функции
√

I2(z)− 4∆(z), для
которой

|I(z) +
√

I2(z)− 4∆(z)| > |I(z)−
√

I2(z)− 4∆(z)| . (3.111)

Тогда при z ∈ C \ Γ однозначные мероморфные функции

p(z) =
α(z)− δ(z) +

√
I2(z)− 4∆(z)

2γ(z)
=

−27 + 6z2 + 3(9 + j)z3 +
√

81(3− (3 + j)z3)2 + 4z6

2(9 + 9z + (9 + j)z2)
(3.112)
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и

p̃(z) =
α(z)− δ(z)−

√
I2(z)− 4∆(z)

2γ(z)
=

−27 + 6z2 + 3(9 + j)z3 +
√

81(3− (3 + j)z3)2 + 4z6

2(9 + 9z + (9 + j)z2)

являются соответственно притягивающей и отталкивающей неподвиж-
ными точками дробно-линейного преобразования S(w, z), т.е.

∣∣∣∣
∂S(w, z)

∂w

∣∣
w=p(z)

∣∣∣∣< 1 <

∣∣∣∣
∂S(w, z)

∂w

∣∣
w=p̃(z)

∣∣∣∣ .

Заметим, что f(z) = p(z)/z и покажем, что f(z) – голоморфная функ-
ция в круге D. Действительно, возможные полюсы функции f – это
точка z = 0 и корни многочлена γ(z). При z = 0 имеем

α(0) = 0 , δ(0) = 27 , I(0) = 27 , ∆(0) = 0

и, следовательно, в соответствии с правилом (3.111) выбора ветви корня

α(0)− δ(0) +
√

I2(0)− 4∆(0) = 0 .

Таким образом из равенства (3.112) получаем, что p(0) = 0 и, следова-
тельно, функция f(z) = p(z)/z не имеет полюса в точке z = 0 (легко
видеть, что f(0) = 0). Непосредственный подсчет корней z1 и z∗1 много-
члена γ(z) показывает, что

z1 = −0.552801− 0.828136i , z∗1 = −0.495144 + 0.934906i .

Корень z∗1 не лежит в круге D и может быть исключен из рассмотрения.
При z = z1 имеем

α(z1)− δ(z1) +
√

I2(z1)− 4∆(z1) =

α(z1)− δ(z1) +

√(
α(z1)− δ(z1)

)2
+ 4β(z1)γ(z1) =

α(z1)− δ(z1) +

√(
α(z1)− δ(z1)

)2
= α(z1)− δ(z1)−

(
α(z1)− δ(z1)

)
= 0 ,

так как выбор ветви осуществляется в соответствии с правилом (3.111).
Рассмотрим множество E тех z ∈ D, при которых p̃(z) = 0. Эти точки

лежат среди тех точек, для которых точка w = 0 является неподвижной
точкой дробно-линейного преобразования S(w, z). Поэтому в этих точ-
ках выполняется равенство S(0, z) = 0, т.е. множество E принадлежит
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множеству корней многочлена β(z) = z2γ(j2z). Очевидно, что 0 /∈ E, так
как p(0) = 0 и, следовательно, p̃(0) 6= 0. Покажем, что z2 = jz1 ∈ E, где
z1 – вышеуказанный корень многочлена γ(z). Имеем

α(z2)− δ(z2) +
√

I2(z2)− 4∆(z2) =

α(z2)− δ(z2) +

√(
α(z2)− δ(z2)

)2
+ 4β(z2)γ(z2) =

α(z2)− δ(z2) +

√(
α(z2)− δ(z2)

)2
= α(z2)− δ(z2)−

(
α(z2)− δ(z2)

)
= 0 .

Так как p̃(z2) = 0 является неподвижной точкой дробно-линейного
преобразования S(w, z2), то

S1 ◦ · · · ◦ S3n(0, z2) = T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
n

(0, z2) = 0 = p̃(z2) .

Полагая z3 = jz2 и замечая, что S2 ◦ S3 ◦ S1(w, z) = T (w, j2z) и S3 ◦ S1 ◦
S2(w, z) = T (w, jz), имеем равенства

S1 ◦ · · · ◦ S3n+1(0, z3) = S1

(
T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸

n

(0, j2z3), z3

)
= S1(0, z3) = p̃(z3) ,

S1◦· · ·◦S3n+2(0, z1) = S1◦S2

(
T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸

n

(0, jz1), z3

)
= S1◦S2(0, z1) = p̃(z1) .

Таким образом при z = z1, z2, z3 имеем равенства

S1 ◦ · · · ◦ S3n+l−2(0, zl) = p̃(zl) 6= p(zl) . (3.113)

Из замечания, сделанного на стр. 132 после следствия 1 теоремы 2.1,
следует, что при всех z ∈ D \ {z1, z2, z3} существует предел

lim
n→∞

S1 ◦ · · · ◦ Sn(0, z) = p(z) .

Заметим, что последовательность подходящих дробей непрерывной
дроби (0.37) совпадает с последовательностью 1

z
S1◦· · ·◦Sn(0, z). Нетруд-

но показать, пользуясь рекуррентными соотношениями для числителей
и знаменателей непрерывной дроби (0.37), что n-я подходящая дробь
непрерывной дроби (0.37) является диагональной аппроксимацией Паде
функции, к которой она сходится в окрестности точки z = 0. Другими
словами, 1

z
S1 ◦ · · · ◦ Sn(0, z) = [n, n]f . Отсюда и из (3.113) получаем,

что любая подпоследовательность диагональных аппроксимацией Паде
функции f(z) = p(z)/z не сходится к f(z) по крайней мере в одной из
точек z1, z2, z3, лежащих в круге голоморфности функции f . Таким об-
разом функция f является контрпримером к голоморфному варианту
Паде-гипотезы. Так как функция f гиперэллиптична, то эта же функ-
ция является также и контрпримером к гипотезе Шталя.
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